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THEMA UND VORBEMERKUNGEN. 

Im letzten Kapitel des Li e'schen Werkes „Geometrie der Berührimgs- 
transformationen'^^ I. Band^ sind sechs Probleme behandelt^ die sich am 
Ende dieses Buches in bestimmter Anordnung zusammengestellt finden. 
Daselbst ist auch auf die interessanten Probleme hingewiesen, die sich 
durch Kombination je zweier dieser sechs Probleme ergeben. Die vor- 
liegende Arbeit verfolgt die Absicht einen Beitrag zur Lösung dieser 
kombinierten Probleme zu liefern, deren Behandlung von Lie in dem 
nicht erschienenen IL Bande seiner ,,Geometrie der Berührungstrans- 
formationen'^ in Aussicht gestellt war. 

Zwecks Ermöglichung einer kurzen Ausdrucksweise wollen wir 
vereinbaren, daß unter Problem (2, 4) z. B. die durch Kombination des 
zweiten Problemes mit dem vierten Probleme hervorgehende Aufgabe 
verstanden werden soll, wobei die erwähnte Anordnung der sechs 
Probleme zugrunde liegen möge. 

Das Problem (1,2) ist in Lies „Geometrie der Berührungstrans- 
formationen" vollständig gelöst; die Probleme (1,6) und (3,5) decken 
sich mit dem Probleme 5. 

Literaturnachweise von der Form (cf § . . des . . Kap., pag. . .) be- 
ziehen sich auf Lies „Geometrie der Berührungstransformationen". 
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§ 1. Lösung des Problemea CU3). 

yyOesuckt sind aUe partieUen THfferenHalgleickungm erster 
Ordnung F(Xy y, ^, 1?, 3) — 0, deren GharaJUmsHken auf aUen 
Integrälflächen zugleich Haupttangentenhurven und geodäüsd^ 
Linien sindJ^ 

Da einerseits jede geodätische Haupttangentenkurve einer Fläche 
eine gerade Linie darstellt (cf. Bianchi^ ^^Yorles. üb. Di£F. geom/^ § 112, 
pag. 214), und andererseits jede gerade Linie gleichzeitig Hanpttangenten- 
kurve und geodätische Linie auf allen sie enthaltenden Flächen ist, so 
erweist sich die vorliegende Aufgabe als vollkommen äquivalent mit 
dem Probleme 5 alle partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
zu bestimmen, deren Charakteristiken gerade Linien sind. 

Die bei Go ursat („Partielle Differentialgleichungen'* § 20 des 2. B[ap., 
pag. 41) und Lie („Geom. d. Berührungstransformationen'' § 1 des 7. Kap., 
pag. 266, bzw. § 1 des 14. Kap., pag. 641) über das Problem 5 ange- 
stellten Untersuchungen benutzend, können wir daher unmittelbar das 
folgende Resultat aussprechen: 

Satz 1: ,J)ie einzigen linearen partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung 

(1) Pp+Qq- B, 

deren CharaJcteristiJcen zugleich Haupttangentenhurven und geodätische 
Linien auf aMen nicht-singiUären Integralflächen bilden, sind erstens 
diejenigen, bei welchen die Bdaiionen 

dv dto dw du du dv 
/ov dz dy^ __ dx dz ^ dy dx 

identisch erfüllt sind, in denen ssfwr Abkürzung 



(3) u^ , , v^- — ^ ■ «?-_ ^ 

VP«+Ö"+J2" yp«+^t^2J«' ypq^+-R* 

gesetzt ist, wnd zweitens diejenigen, deren CharakterisHken cx>' Minimal- 
geraden sind; bei letzteren ist 

(4) P^+Q^+R^=0. 

1 



2 § 2. Lösung des Problemes (1,4). 

Unter dm nicht-linearen partidlen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung haben die vom Typus 

(5) F{p, q, z -px - gry) == 

und nur diese die verlangten Eigenschaften/^ 

§ 2. Lösung des Problemes (1, 4). 

,^Es sind aUe partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
F{Xy y, 0, i>; ff) == zu ermitteln, deren Charakteristiken auf edlen 
Integralflächen Haupttangentenkvrven sind und deren Integral- 
flächen lauter Geraden eines Linienkomplexes zu Normalen haben,^^ 

Bevor wir uns der eigentlichen Lösung unseres Problemes zuwenden^ 
wollen wir einige vorbereitende Betrachtungen anstellen. 
^ «i^pu-*' Es sei ein beliebiger Elementarkegel K^ gegeben; seine Spitze sei 

EiSmenter- ^^^ Punkt P. Konstruicren wir das Umhüllungsgebilde aller Flächen- 
kegei. elemente, die in P auf den Mantellinien von K^ senkrecht stehen, so 
erhalten wir einen Elementarkegel K^ mit derselben Spitze P Der 
Kegel K^ kann offenbar seinerseits als Enveloppe der in P auf den 
Mantellinien von K^ senkrecht stehenden Flächenelemente aufgefaßt 
werden. Zwei in der angedeuteten Beziehung zueinander stehende Ele- 
mentarkegel K^y K^ wollen wir in der Folge als zwei zueinander 
supplementäre bezeichnen. {K^ und K^ sind polarreziprok in bezug auf 
den absoluten Eegel mit der Spitze P). 
L^eare u. Es liege uunmchr ein beliebiger Linienkomplex O vor. Dieser 
Diffgin d. ordnet jedem Raumpunkte P einen Komplexkegel Ky^ zu, der dann und 
^^' nur dann in ein ebenes Strahlenbüschel ausartet, wenn der vorliegende 
Komplex ein linearer (ein Nullsystem) ist*). Die zu den Komplex- 
kegeln K^ supplementären Elementarkegel K^ sind, wie unmittelbar 
klar, die Elementarkegel der partiellen Differentialgleichung erster Ord- 
nung, deren Litegralflächen lauter Geraden des Komplexes $ zu Nor- 
malen haben (cf. § 4 des 14. Kap., pag. 676). Sie degenerieren dann 
und nur dann in Ebenenbüschel, wenn der Komplex $ linear ist. 
Daraus schließen wir, daß eine partielle Differentialgleichung, die zur 
gesuchten Kategorie zählt, dann und nur dann linear ist, wenn die 
Normalen ihrer Integralflächen einem linearen Komplexe angehören, 
also dann und nur dann nicht-linear ist, wenn ihre Integralflächen lauter 
Geraden eines nicht-linearen Komplexes zu Normalen haben. 



*) Yon der besonderen Erwähnung des leicht zu überblickenden Falles redn^ 
zibeler Eomplexkegel K^ glauben wir hier und im folgenden absehen zu sollen. 



Lineare Differentialgleichungen d. ges. Art. 3 

Wir gehen nunmehr zur eigentlichen Lösung unseres Pl^oblemes^J^^JJJJJ^« 
über. Aus später ersichtlichen Gründen erscheint es dabei geboten^ ^^^ten 
vor Behandlung des allgemeinen Falles die Frage nach den linearen ^^ 
Differentialgleichungen der verlangten Art zu erörtern. In die Unter- 
suchung dieser Frage eintretend erinnern wir uns zunächst der Tat- 
sache, daß die Charakteristiken einer linearen partieUen Differential- 
gleichung erster Ordnung (nach Theor. 25 in § 1 des 14. Kap., pag. 639) 
nur dann Haupttangentenkurven auf allen sie enthaltenden Integral- 
flächen bilden, wenn sie gerade Linien sind. Bedenken wir ferner, daS 
jede der cx>' Charakteristiken einer linearen partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung Trägerkurre von cx>^ charakteristischen 
Streifen ist, und daß es (nach § 4 des 14. Kap., pag. 681) zu jedem 
charakteristischen Streifen einer partiellen Differentialgleichung, deren 
Integralflächen lauter Geraden eines Linienkomplexes zu Normalen haben, 
cx>^ parallele charakteristische Streifen derselben Differentialgleichung 
gibt, so folgern wir leicht, daß das System der Charakteristiken jeder 
linearen partiellen Differentialgleichung der gesuchten Kategorie aus cx>^ 
parallelen Geraden besteht. Daß umgekehrt jede partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung, deren Charakteristiken einen ParaUelstrahlen- 
bündel bilden, die beiden verlangten Eigenschaften besitzt, ist klar. 
Erstens sind die Charakteristiken als gerade Linien stets Haupttangenten- 
kurven auf den Integralflächen. Zweitens gehören die Normalen der 
Integralflächen offenbar einem Linienkomplexe an, nämlich dem speziellen 
Nullsysteme, das aus den cx>' zu den Charakteristiken senkrecht ver- 
laufenden Geraden besteht. Bezeichnen a, b, c drei beliebige Eon- 
stanten, so gibt es cx>^ gerade Linien, deren Richtungscosinus mit a, b, c 
proportional sind. Der Komplex aller auf diesen senkrecht stehenden 
Geraden wird durch die Pfaff'sche Gleichung 

(1) adx + bdy + cde ^ 

definiert. Die lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung 

(2) ap-^6g-c«0 

hat die genannten oo^ Geraden zu Charakteristiken, die Normalen ihrer 
Integralflächen gehören dem Komplexe (1) an. Bei willkürlicher Ver- 
fügung über die Verhältnisse a:b:c stellt die Differentialgleichung (2) 
alle linearen partiellen Differentialgleichungen der verlangten Art dar. 

Fragen wir uns jetzt nach den nicht-linearen partiellen Differential- ^^J^^JjJ"* 
gleichungen der gesuchten Kategorie! Die Charakteristiken einer nicht- Jl^^^f^ 
linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung bilden dann und ^^' 
nur dann Haupttangentenkurven auf den Integralflächen, wenn sie ent- 
weder geradlinig sind, oder wenn längs jeder Charakteristik die Normalen 



4 § 2* Lösung des Problemes (1,4). 

der Flächenelemente des zi^ehorigen charakteristischen Streifens mit den 
Binormalen identisch smd. Da die erste Möglichkeit durch die zweite 
subsumiert wird^ brauchen wir im folgenden nur die letztere in Betracht 
zu ziehen. Unterwerfen wir einen beUebigen charakteristischen Streifen 
einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, deren Integral- 
flächen lauter GeradcfH eines Linienkomplexes zu Normalen haben^ allen 
cx>^ Dilatationen, so geht er in cx>^ charakteristische Streifen derselben 
Differentialgleichung über, von denen jeder die nänilichen cx>^ Normalen 
besitzt wie der Ausgangsstreifen (cf § 4 des 14. Kap., pag. 681 u. 682). 
Wir erkennen daher, daß sich zu jeder Charakteristik einer partiellen 
Differentialgleichung der gesuchten Art oo^ weitere Charakteristiken 
bestimmen lassen, die alle dieselben Binormalen haben. Hieraus folgt 
sofort, daß die Charakteristiken der gesuchten partiellen Differential- 
gleichungen ebene Kurven sind (cf. Scheffers, „Anwend. d. Diff.- u. 
Int.-R. auf Geom.^^, Bd. I, pag. 322). Da sie aber auch Haupttangenten- 
kurven auf den Integralflächen bilden sollen und jede ebene Haupt- 
tangentenkurve einer FULche eine gerade Linie ist (cf. Enneper, Gott. 
Nachr. 1870, pag. 499), so gehören die Differentialgleichungen der im 
vorliegenden Falle verlangten Art zur Kategorie der partiellen Differential- 
gleichungen mit geradlinigen Charakteristiken. Daher gelten, wenn 

(3) ^{x, y, a, i>, g) = 

die allgemeinste nicht-lineare Differentialgleichimg der gesuchten Klasse 
bezeichnet, die beiden Gleichungen 

(4a) 9;+9>-0 

und 

(4b) g;-h 9^,2 = 

(cf. § 1 des 14. Kap., pag. 641). Da die Normalen der Integralflächen der 
Differentialgleichung (3) einem Linienkomplexe angehören, besteht weiter- 
hin die Relation 

(4c) .9> + 9v«-^.-^ 

(cf. § 4 des 14. Kap., pag. 681). Aus den drei Gleichungen (4a), (4b), 

(4c) folgt*): 

(5) 9^-0, ^^^0, SF.»0. 

• *) Die simultanen GleichuDgen (4 a), (4 b), (4 c) sind homogen und linear in 
bezug auf die drei Größen ^^, ^y, ^^. Die Determinante dieses Systems von 
Gleichungen hat den Wert 

1 jp 



2/ = 



-a>'+2'+i). 



l q 

4> g —1 
Auf den besonderen Fall, in dem z^ *= ist, werden wir noch zu sprechen kommen. 



Nicht-lineare Differentialgleichiuigen d. ges. Ait. 5 

Wir erkennen somit, daß die gesuchten nicliirlinearen Differential- 
gleichungen von der Form 

(6) Fijß, q)-0 

Bind, wenn F eine nicht-lineare Funktion ihrer Argumente bedeutet. 
Es ist leicht einzusehen, daß jede in der Form (6) enthaltene Diffe- 
rentialgleichung die beiden verlangten Eigenschaften besitzt*). Zu- 
näcbst sind die Charakteristiken jeder derartigen Differentialgleichung 
gerade Linien und als solche Haupttangentenkurren auf den Integral- 
flachen. Da femer die Elementarkegel K^ einer Differentialgleichung 
Yom Typus (6) untereinander kongruent und gleich gestellt sind 
(cf. § 1 des 7. Kap., pag. 265) und die zu ihnen supplementären Ele- 
mentarkegel K^ daher dieselben Eigenschaften besitzen, so sind die 
Mantellinien der Eegel K^ die Treffgeraden einer in der unendlich 
fernen Ebene gelegenen Kurre und bUden somit einen Linienkomplez. 
Also hat jede Differentialgleichung von der Form (6) auch die Eigen- 
schaft, daß die Normalen ihrer Integralfiächen einem Linienkomplexe 
angeboren. 

Die Monge 'sehe Gleichung der zu den Elementarkegeln K^ der 
Differentialgleichung (6) supplementären Elementarkegel K^ kann offenbar 
vermöge der Beziehung 

(7) p : q : — 1 ^ dx : dy : de 
in der Gestalt 

(8). ^(-If^-^)-«**) 

geschrieben werden. (Dabei zeigt sich, daß bei einer Differential- 
gleichung der verlangten Art der Komplex der Normalen der Integral- 
flächen nicht-linear ist, wenn die Differentialgleichung nicht-linear ist 
[cf. Seite 2 d. vorlieg. Arbeit]). 

Wir haben jetzt erkannt, daß unter den nicht-linearen partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung alle von x, y, js freien Differential- 
gleichungen und nur diese die beiden verlangten Eigenschaften besitzen, 
ein Resultat, welches an das im Falle der linearen Differentialglei- 
chungen ermittelte Ergebnis anklingt. Fassen wir nunmehr auch diesen 
Fall wieder ins Auge, so können wir den folgenden Satz aussprechen : 

Satz i: yyEine partielle DifferenHaiglek^ung erster Ordnung besüet üntebais. 
dann und nur dann die Eigenschaft, daß ihre Oiarakteristiken Haupt- 



*) Diese Überlegungen stellen wir mit Rücksicht auf spätere Betrach- 
tungen an. 

**) Wir bringen die Gleich. (S) nur deshalb nicht anf die Form Sl{dx, dy^ dz) »* 0, 
weil die Eonservierasg des Fnnktionszeichens J^ zweckmäßig erscheint (s. Gl. (11)) 



6 § 2. LöBung des Problemes (1, 4). 

tangentenkurven auf den Integrälflächen bilden und diese zu Normalen 
loMter Geraden eines LinienJcomplexes haben, wenn sie von der Form 

(9) g(p, g) - 

tsl; dabei bezeichnet ^ eine beliebige Funktion ihrer Argumente. Die 
Charakteristiken jeder derartigen Differentialgleichung sirul gerade Linien. 
Die Gleichung des Linienkomplexes, dem die Normalen der Integralflächen 
einer solchen Differentialgleichung angehören, geht aus dieser durch die 
Substitution 

(10) ^ = _^,, = _|| 
hervor.^^ 



Eried^ng Die Vorstehenden Untersuchungen lehren, daß das behandelte Pro- 

bieme8(6,4).blem (1,4) mit der Aufgabe (5,4) vollkommen äquivalent ist, alle 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung zu bestimmen, deren 
Charakteristiken gerade Linien sind und deren Integralflächen lauter 
Geraden eines Linienkomplexes zu Normalen haben, sodaß auch diese 
Aufgabe erledigt ist. 



Ermitte- "W^ie aus uuscreu Ausführungen hervorgeht, besitzen alle Linien- 

Sä^SUt'^ komplexe, deren Monge'sche Gleichung von x, y, z frei ist, und nur 

LtoiSi- ^^®^® ^^ Eigenschaft, daß die Charakteristiken der partiellen Differential- 
kompi^ bei crleichunsf erster Ordnung, deren Inte&cralflächen lauter Geraden des 

dem die zu ^ ^ ö? o 

den Kompl.- Komplexes ZU Normalen haben, auf den Intesn-alflächen Haupttangenten- 

kegeln sup- * / o x o 

täre^ me- ^^'^^'^ bilden. Diese und nur diese Komplexe werden durch die Gleichung 
keÄ^. (11) S^idx, dy, de) = 

falls einem 

ko^i^^n ^®fi^i®^; wenn Sl das Symbol für eine homogene, im übrigen jedoch 
gehören, beliebige Funktion ihrer Argumente ist. Nach dieser Vorbemerkung 
wollen wir jetzt dazu übergehen ein Korolla/rium des Satzes 2 abzuleiten: 
Ist ein beliebiger aber nicht-linearer Linienkomplex vorgegeben 
und konstruieren wir die zu seinen Komplexkegeln supplementären 
Elementarkegel, so sind diese im allgemeinen natürlich nicht ebenfalls 
Komplexkegel eines Linienkomplexes. Wir stellen uns nun die Aufgabe 
aUe nicht-linearen Linienkomplexe zu ermitteln, die so beschaffen sind, 
daß die zu ihren Komplexkegeln supplementären Elementarkegel gleichfalls 
einem Linienkomplexe angehören. 0^ sei der allgemeinste derartige 
Komplex. Seine Komplexkegel seien wieder mit K^, die zu ihnen 
supplementären mit S^ bezeichnet. Die Kegel JS^ sind die Elementar- 
kegel der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, deren Lite- 



Besondere Klasse von Linienkomplezen. 7 

^alflächen lauter Geraden des Komplexes ^^ zu Normalen haben. Da 
die Eegel K^ hier einem Linienkomplexe ^^ angehören/ so bilden die 
Charakteristiken dieser Differentialgleichung Haupttangentenkurven auf 
den Integralflächen (nach Theor. 25 in § 1 des 14. Eap.^ pag. 639). 
Diese Differentialgleichung gehört also zu der in Satz 2 besprochenen 
Klasse; die Monge'sche Gleichung des allgemeinsten Komplexes der 
gesuchten Art ist mithin in der Form (11) enthalten. Umgekehrt be- 
sitzt jeder in dieser Form enthaltene nicht-lineare Komplex die Eigen- 
schaft, daß die zu seinen Komplexkegeln K^ supplementären Elemen- 
tarkegel K^ einer nicht - linearen partiellen Differentialgleichung an- 
gehören, deren Charakteristiken oo^ gerade Linien sind. Da sich 
hieraus sofort ergibt, daß die zu den Komplexkegeln K^ jedes durch 
die Gleichung (11) definierten nicht-linearen Linienkomplexes supple- 
mentären Elementarkegel K^ Komplexkegel eines nicht-linearen Kom- 
plexes $1 sind, so gilt der 

Satz 3: „Di« zu den Komplexkegdn eines nicht-linearen Linien- ^^^^^l 
komplexes *i supplementären Elemeniarkegd gehSren dann und nur dann ^^^J? 
einem Linienkomplexe ^, an, wenn^ie Monge'sche Gleichung des Korn- 
plexes ^1 frei von x, y, z ist Der Komplex Q^ ist alsdann gleichfalls 
nicht-linear; seine Monge'sche Gleichung enthalt x, y, z ebenfails nicht/' 

Die letzte Behauptung ist an sich klar, folgt aber auch aus dem 
ersten Teil des Satzes bei dessen Anwendung auf den Komplex Q^. 

Den nicht-linearen Linienkomplexen von der Form (11) und dengohai^der 
zugehörigen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung werden wir ^Linien-**'' 
in anderem Zusammenhange noch wiederholt begegnen, sodaß wir uns D^gin^ 
veranlaßt sehen im folgenden noch etwas näher auf sie einzugehen. tuTgen'mr 
Es sei ein nicht-linearer Linienkomplex ^^ durch seine Monge'sche t^^^^ 
Gleichung ^'"''*"" 

(12) ^i(dx, dy, dz)^0 

gegeben, die wir auch in der Form 

(120 *iK y'f ^1 =- [abgekürzt ^^^ = 0] 

schreiben wollen (BezgL dieser Schreibweise cf. § 1 des 7. Kap., pag. 251). 
Die Komplexkegel K^ dieses Komplexes sind kongruent und gleich 
gestellt und schneiden daher alle eine und dieselbe Kurve q>i» aus der 
unendlich fernen Ebene aus. Die Gleichung ^^' » kann als Gleichung 
dieser Kurve in homogenen Punktkoordinaten {x' ly'iz") aufgefaßt 
werden (cf § 1 des 7. Kap., pag. 262). Die zu den Komplexkegeln K^ 
supplementären Kegel iT, mögen dem nicht-linearen Komplexe 
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§ 2. LöRnng des Pxoblemes (1,4). 



(13) ^tißx, dy, dg) - 

(13') *,(«', y', /) -0 [abgekürzt *,'-0] 

angehören. Auch sie enthalten alle eine bestimmte Kurve ^s» der un- 
endlich fernen Ebene^ nämlich die durch die Gleichung 9^' » defin- 
nierte. Bedenken wir die Entstehung der Kegel K^ aus den Kegeln K^, 
so erkennen wir ohne weiteres, daß die Kuire ^g« die zur Kurve (pioo 
in bezug auf den unendlich fernen imaginären Kugelkreis polarreziproke 
Kurve ist. Die partielle Differentialgleichung erster Ordnung, deren 
Elementarkegel die Kegel K^ sind, laute 

(14) F,ip, q) = 0; 

diejenige, welche die Kegel K^ zu Elementarkegeln hat, 

(15) F.ijp, q) - 0. 

Wir erhalten diese Differentialgleichungen offenbar aus deü Glei- 
chungen ^i'==0, <I>2'=0 bzw., indem wir auf diese die Substitution 

(16) a:':j/':;er'=p:gr: — l 

ausüben. Von der Gleichung J^g » gelangen wir zur Gleichung <Z>3' » 0, 
indem wir i> und g aus dem Systene 

(17) 



X 



y ^ 



z 







eliminieren (cf § 4 des 11. Kap., pag. 511). Umgekehrt gelangen wir 
von der Gleichung ^g^—O zur Gleichung 2^, = durch Elimination 
der homogen auftretenden Größen Xy %f\ e aus dem Systeme 



(18) 



$ 



Sx' 



$ 



2y' 



^ 



9«' 



— 1 



♦♦\ 



P g 

(cf. § 2 des 7. Kap., pag. 259). 

Die Gleichungen $^' » und JF\ » können natürlich durch ana- 
loge Prozesse auseinander abgeleitet werden. Aus der Gleichung 
^^, «= erhalten wir die Gleichung F^^O aber auch dadurch, daß wir 
zunächst mittels der Substitution (16) zur Gleichung F^^O übergehen, 
alsdann aus dieser durch den Prozeß (17)| die Gleichung *2'=0 her- 
leiten und schließlich auf letztere die Substitution (16) anwenden. Wir 
bemerken, daß wir überhaupt von jeder der vier Gleichungen S^' = 0, 
JF\ = 0; *j'=»0, F^^O zu jeder anderen von ihnen durch zwei Ver- 
schiedene analytische Prozesse gelangen können. Die Gleichungen 
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Yorbereitungen zur Lösung weiterer Probleme. 9 

2^1 —O, bzw. jFj=»0 stellen die Kurven 91« bzw. ^j« in nicht-homo- 
genen Linienkoordinaten (jpy q) dar (cf. § 1 des 7. E^ap., pag. 262). 
Homogenisieren wir diese Gleichungen vermöge der Substitution 

(19) p ^, q f 

oder 

(190 p:q:-l='p':q':r', 

SO erhalten wir die Gleichungen dieser Kurven in homogenen Linien- 
koordinaten (p':^: ry 

Die hervorgehenden Gleichungen 

(20) <P,(2'',3',»") = }9i, 
und 

(21) *,(l)',2',»-')-0 },>„ 

unterscheiden sich natürlich, wie aus ihrer Ableitung erhellt, nur durch 
die Bezeichnung der Yariabelen von den Gleichungen 

(130 0,(x',y',/)^O ]<p,. 

und 

(120 . *,(*', y',/)-o }<)Pi., 

welche die Kurven 92« bzw. 91 » in homogenen Punktkoordinaten 
(x'iy'ie') definieren. Daraus schließen wir, daß die Kurve ^i« in 
homogenen Punktkoordinaten (x' : y' : d^ durch dieselbe Gleichung dar- 
gestellt wird wie die Kurve 9s « in homogenen Linienkoordinaten 
(p' : g' : r') [und umgekehrt]. Diese Beziehung zwischen den Gleichungen 
der Kurven ^i« und 9200 findet ihre Erklärung in der Tatsache, daß 
9>ioo und 9200 zu einander polarreziprok sind in bezug auf den unendlich 
fernen imaginären Kugelkreis 

(22) rr^^+y'^-h/^^O 

und läßt sich auf Grund dieser Tatsache auch direkt*) erkennen. 

Die Beziehungen zwischen denDifi^erentialgleichungen 2^^=0,2^2™^ 
sind durchaus gegenseitiger Natur. Die Charakteristiken der einen sind 
die Normalen der Integralflächen der anderen und umgekehrt. Ist eine 
beliebige Integralfläche der Differentialgleichung jF^ =» gegeben, also 
irgend eiae dem Komplexe ^^ = angehörige Developpabele, und 
konstruieren wir deren Flächennormalen längs einer beliebigen Ortho- 
gonaltrajektorie der Erzeugenden, so bilden diese eine Developpabele 
des Komplexes ^^ = 0, d. h. eine Integralfläche der Differentialgleichung 

*) Schreiben wir nämlich die Gleich, des u. f. i. Engelkreises in der Form 
a;/*+y^j'*4- V = 0* ^^ ^•^ <li6 Polare eines Punktes P^(a?':y':/) die Gleich. 
x'x^ -\' y'yo'+ ^'^o'™ ^1 besitzt also die Linienkoordinaten p'« g' : r'=-= «': y'\z\ 
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10 § 2. Lösnng des Problemes (1,4). 

F^ » 0. Die Schnittlinie der beiden genannten Developpabelen ist auch 

Orthogonaltrajektorie der Erzeugenden der letzteren. 

KuSe'rön Unter den nicht-linearen partiellen Differentialgleichungen der in 

^^]^J^^ unserer Aufgabe gesuchten Art spielen offenbar diejenigen eine aus- 

^•^^«^**^" gezeichnete Rolle, bei denen die Normalen der Integralflächen und die 

^^«l^ ^^ geradlinigen Charakteristiken nicht (wie im allgemeinen) zwei verschie- 

iLte^'aWn <^®^ö^? sondern einem und demselben nicht-linearen Komplexe angehören. 

Sn^m^äd ^^* dieser besonderen Klasse von Differenti^gleichungen wollen wir 

^Lfadon-*'' ^^® ^ folgenden kurz befassen. Die Elementarkegel einer partiellen 

kompl. Differentialffleichunir dieser Art 

angeh. ^ o 

(23) i^i»(i>,«)-0 

sind gleichzeitig Eomplexkegel des Linienkomplexes 

(24) *,,(d^, dy, dz) = 0, 

dem die Normalen der Integralflächen angehören. Sie sind also ztj sich 
selbst supplementär und schneiden daher die unendlich ferne Ebene 
nach einer Kurve 9is,oo; die zu sich selbst reziprok ist in bezug auf 
den unendlich fernen imaginären Kugelkreis. Es ist klar, daß die Frage 
nach allen Differentialgleichungen F^^ « der in Bede stehenden Art 
vollkommen äquivalent ist mit der Frage nach allen derartigen Kurven 
9i2,oo. Ist Pioo ein beliebiger Punkt einer solchen Kurve 912,00, so be- 
rührt die Polare des Punktes Pi« die Kurve 912,00 in einem Punkte P200; 
die Polare dieses Punktes Pg« tangiert die Kurve 912,00 im Punkte Pi«. 
912,00 besteht aus 00^ Paaren in dieser Weise einander zugeordneter 
Punkte Pioo, P200. Verbinden wir einen beliebigen Raumpunkt P mit 
allen Punkten der Kurve 912,00, so erhalten wir den Elementarkegel Ki^, 
den der entsprechende Komplex O^g = 0, bzw. die zugehörige partielle 
Differentialgleichung F^^ = diesem Punkte zuweist. Je zwei Mantel- 
linien, die von P nach einander zugeordneten Punkten Pi», P200 führen, 
stehen aufeinander senkrecht. Konstruieren wir in P die Normalebene 
zur einen von zwei derartigen Mantellinien, so berührt diese den 
Kegel K^^ längs der anderen. Im allgemeinen sind zwei in der be- 
sprochenen Weise einander zugeordnete Punkte Pi«, P200 voneinander 
verschieden. 

In dem Spezialfälle, in dem je zwei solche Punkte stets zusammen- 
fallen, ist die Kurve 912,00 mit dem unendlich fernen imaginären Kugel- 
kreis identisch. Der entsprechende Komplex O^^ ^^ ^® Gleichimg 

(25) dx^+ dy^+ dz^^O. ] *i,= *i= 0, 

Die zugehörige partielle Differentialgleichung lautet 

(26) j,«+g>+l = 0. }1?'„ = J', = J', 
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Vorbereitungen zur Lösung weiterer Probleme. H 

Die Charakteristiken dieser Differentialgleichungen sind die Geraden 
des Komplexes (25); d. h. die Minimalgeraden. Diese können in der Tat 
gleichzeitig als Haupttangentenkurven und als Normalen der Integral- 
flachen (nämlich der Minimaldeveloppabelen und Minimalebenen) auf- 
gefaßt werden*). Wie sich unsere analytischen Betrachtungen in diesem 
besonderen Falle gestalten, ist ohne Rechnung zu überblicken. 

Von diesem als erledigt anzusehenden Spezialfälle wollen wir jetzt 
absehen. Es sei nun eine beliebige Integralfläche J irgendeiner partiellen 
Differentialgleichung F^^^ der in Rede stehenden Klasse gegeben, 
also eine Developpabele, die eine zu sich selbst reziproke Kurve ^is,« 
enthält. Konstruieren wir dann die oo^ Developpabelen, die von den Nor- 
malen der Integralöäche J längs der Orthogonaltrajektorien ihrer Er- 
zeugenden gebildet werden, so erhalten wir oo^ weitere lutegralöächen 
derselben Differentialgleichung. Natürlich sind auch die oo^ Parallel- 
flächen der Fläche J Integralflächen der nämlichen Differentialgleichung 
(cf. § 4 des 14. Kap., pag. 679). Ist also eine Integralfläche J einer 
derartigen partiellen Differentialgleichung vorgelegt, so können wir so- 
fort zwei Systeme von je cx)^ Integralflächen dieser Differentialgleichung 
bestimmen, welche die Eigenschaft haben, daß jede Fläche des einen 
Systemes jede Fläche des anderen nach einer Kurve schneidet, die auf 
beiden Krümmungslinie ist. Eine Kategorie von solchen partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung F^^ =» 0, deren Elementarkegel 
zu sich selbst supplementäre Komplexkegel sind, können wir sofort an- 
geben. Offenbar stellt jede partielle Differentialgleichung, deren Ele- 
mentarkegel parallel gestellte Rotationskegel mit dem Offnungswinkel'^) 
45^ sind, eine derartige Differentialgleichung dar. Diese Differential- 
gleichungen werden wir aber erst in § 3 [cf. Seite 23] wirklich aufstellen, 
da wir an. dieser Stelle unnötig ausführlich sein müßten. Wir werden 
dann auch ein Verfahren entwickeln, durch das wir alle partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnimg F^^ =» erhalten, die zu sich selbst 
supplementäre Komplexkegel als Elementarkegel haben. 



§ 3. Beitrag zur Lösung des Froblemes (1, 6). 

„Gesucht sind alle partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung i^(a;, y, jfir,|), g) = 0, deren Charakteristiken auf allen 



*) Daß manche Autoren im Gegensatz zu Lie von Haapttangentenkurven 
auf Minimaldeveloppabelen überhaupt nicht sprechen, kann für uns nicht maß- 
gebend sein. 

**) Unter Offnungswinkel eines Ereiskegels verstehen wir dabei den Winkel 
einer beliebigen Mantellinie mit der Achse des Kegels. 
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12 § 8. Beitrag zur Löstmg des Problemes (1, 6). 

« 

IfUegralflächen HtmpttangentenJcurven sind und deren Integral'' 
flächen cx>^ geodätische Linien enthalten, die einem Linienkomplexe 
angehören,'^ 

^"^^a^^ Um die Darstellung unserer Überlegungen zu vereinfachen, wollen 
^^kTgS^'" ^^ zunächst eine abkürzende Redeweise vereinbaren. Ist ein beliebiger 
Elementarkegel vorgegeben und konstruieren wir das ümhüllungsgebilde 
aller Fmchenelemente, die längs seiner Mantellinien auf seinen Tan- 
gentenebenen senkrecht stehen, so erhalten wir einen zweiten Elementar- 
kegel mit derselben Spitze. Diesen Elementarkegel wollen wir kurz als 
den Zenträkegd des ersten bezeichnen. Mit Hilfe dieser Ausdrucks- 
weise können wir das in § 4 des 14. Kap. (von Lies „Geom. d. Be- 
rühr.transf) auf S. 685 gewonnene Ergebnis für unsere Zwecke, wie 
folgt, aussprechen: Die Elementarkegel der partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung, deren Integralflächen cx)^ geodätische 
Kurven enthalten, die einem vorgelegten Linienkomplexe angehören, 
sind die Zentrakegel der Elementarkegel dieses Komplexes. 

Wir wollen nun damit beginnen, eine für unsere Behandlung der 
Aufgabe grundlegende Betrachtung anzustellen. Es sei ein beliebiger 
Linienkomplex O durch die Monge'sche Gleichung 

(1) ^{ydz — z dy, gdx — xdz, xdy — y dXy dx, dy, de) = 

f^ier^*fS 8^8^^®^' ^ ^®^ * ®^^® homogene Punktion ihrer Argumente bedeutet. 
sSwi?^- ^^^ fassen dann den Komplexkegel K^ ins Auge, den dieser Komplex 
Ei^^ntftT- irgendeinem Raumpunkte P zuweist, sowie den zu ihm supplementären 
kegei. Elementarkegel K^. Zu jeder nicht -singulären Mantellinie m^ des 
Kegels K^ gibt es eine zu ihr senkrechte Tangentenebene T^ des 
Kegels K^, die diesen längs einer und nur einer Mantellinie m^ berührt. 
Das in P auf m^ senkrecht stehende Flächenelement T^ tai;igiert den 
Kegel K^ längs der Mantellinie m^. Je zwei in dieser Weise einander 
entsprechende Mantellinien m^, m, schneiden sich in P rechtwinklig 
und bestimmen ein Flächenelement T^ mit dem Träger P, das längs 
m^ auf der Tangentenebene 2\ des Kegels K^ und zugleich längs m^ 
auf der Tangentenebene T^ des Kegels K^ senkrecht steht. Errichten 
wir im Punkte P das Lot m^ des Flächenelementes T^ und konstruieren 
alsdann die Enveloppe aller derartigen Flächenelemente T^ und das 
Umhüllungsgebilde aller zugehörigen Lote m^y so erhalten wir im 
Punkte P zwei weitere Elementarkegel K^ bzw. K^, Es ist klar, daß 
der Kegel K^ der Zentrakegel des Kegels K^ und zugleich der des 
Kegels JTj ist. Zwei zueinander supplementäre Elementarkegel besitzen 
also einen tmd denselben Zentrakegel, Der Elementarkegel K^ ist der 
zum Kegel K^ supplementäre. Durch unsere Konstruktion ordnen wir 
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Aufstellnng der Differentialgleichungen G{Xyy^z,p,q)^^0, 13 

jedem Punkte des Raumes zwei Elementarkegel K^, K^ zu. Die Eegel 
K^ sind die Elementarkegel der partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung. 

(2) G^(i«?,y,^,l>,3)-0, 

auf deren Integralöächen oo^ Kurven des Komplexes O geodätische 
Linien bilden; die Kegel K^ bestimmen eine gewisse Monge'sche 
Gleichung 

(3) M{Xy y, 0, dXy dy, dz)^0. 

Wir gehen nun dazu über, diese beiden Gleichungen (2) und (3)^S''SSrgi* 
aus der Gleichung (1) des vorgelegten Linienkomplexes * abzuleiten. ^^iJ*JSJ 
Schreiben wir letztere in der Form Lii^ ^t- 

(1') (y /- 0y\ 0x'^ xe\ xy^ yx\ x\ y\ /) - 0, •SSrvt 

gegeb. 

«0 können wir sie — ^; y? ^ als Parameter und x\ y\ z als Variabele ^^^X 
ansehend — als die Gleichung des Elementarkegels K^ auffassen, der ^^h^^' 
dem Punkte P(x, y, d) durch den vorgegebenen Linienkomplex O zu- 
gewiesen wird. Die Richtungscosinus der Normalen m^ der Tangenten- 
ebene, welche den Kegel K^ längs der durch die Verhältnisse xiy'ie' 
charakterisierten Mantellinie m^ berührt, sind somit proportional mit 
^^, Oy,, <l>y. Die durch m^ gehende Tangentenebene des Elementar- 
kegels K^ ist mit der Ebene (m^, m,) identisch; daher sind die Rich- 
tungsgrößen ihrer Normale m^ mit den Größen ;:', \)f, j' proportional, 
^ie durch die Gleichungen 

(4) eV +9Y -f-jV =0, 

(5) E'^..+ 9'*,'+j'*,'-0 

ihrem Verhältnisse nach bestimmt sind. Eliminieren wir aus den 
Gleichungen (1'), (4), (6) die homogen auftretenden Größen a?', y', je?', 
so ergibt sich eine Gleichung zwischen Xy y, jor, j:', tf^ }', welche offenbar 
die Elementarkegel K^ definiert. Ersetzen wir daher in dem Elimi- 
nationsresultate noch £', 9', i' durch dXy dy^ dz, so erhalten wir die 
Monge'sche Gleichung (3). Aus dieser geht die partielle Differential- 
gleichung (2) sofort durch die Substitution 

(6) dx : dy : dz == p : q : — 1 

hervor. Wir sehen, daß nur Differentiationen und Eliminationen er- 
forderlich sind, um aus der Monge'schen Gleichung eines vorgelegten 
Linienkomplexes die partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
herzuleiten, deren Litegralflächen cx)^ geodätische Kurven dieses Kom- 
plexes enthalten. Wie sich das entwickelte Verfahren zur Aufstellimg 
dieser Differentialgleichung modifiziert, wenn der vorgelegte Komplex 
insbesondere ein linearer ist, werden wir noch besprechen. 



14 § 8. Beitrag zur Lösung des Problemes (1,6). 

iT^"?uie- Nunmehr in die eigentliche Lösung unserer Aufgabe eintretend, 

d'*MuSteS ^öll®^ ^^^ zunächst alle linearen partiellen Differentialgleichungen erster 
^^- Ordnung ermitteln, welche die beiden verlangten Eigenschaften besitzen. 
Wir erkennen unmittelbar, daß die Zentrakegel K^ der Elementarkegel 
£, eines Linienkomplexes dann und nur dann in Ebenenbüschel aus- 
arten, wenn die Eegel JET^ entweder in ebene Strahlenbüschel degene- 
rieren, oder aber Rotationskegel sind. Daraus folgt, daß unter den in der 
Aufgabe verlangten Differentialgleichungen diejenigen und nur diejenigen 
linear sind, bei denen der Linienkomplex, dem die cx)^ geodätischen 
Komplexkurven der Lategralflächen angehören, entweder linear ist oder 
aber lauter Ereiskegel zu Eomplexkegeln hat. Wir wollen diese beiden 
Fälle getrennt behandeln. 
D^rfnien- Liegt der erste Fall vor, wird der einem beliebigen Raumpunkte P 

d°«?^*tod ^^^^^ ^^^ gegebenen Komplex zugewiesene Kegel K^ also zu einer 
ku^S^d E^®^ö> dann artet nicht nur der Zentrakegel JSTj, sondern auch der zu 
Ä^r ^1 supplementäre Elementarkegel Z^ in das Elementarbüschel aus, 
ist linear. (Jesscu Achsc iu P auf der genannten Ebene senkrecht steht (während 
der Elementarkegel K^ dann ebenfalls in die erwähnte Ebene degeneriert). 
Hieraus ergibt sich, daß die partielle Differentialgleichung erster Ord- 
nung, deren Litegralöächen oo^ geodätische Kurven eines linearen 
Komplexes enthalten, identisch ist mit der partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung, deren Integralflächen lauter Geraden dieses Komplexes 
zu Normalen haben. Verlaufen also auf den Integralflächen einer par- 
tiellen Differentialgleichung erster Ordnung oo^ geodätische Kurven 
eines linearen Komplexes, dann gehören die Normalen der Integral- 
flachen von selbst einem linearen Komplexe an (und zwar dem näm- 
lichen); haben umgekehrt die Integralflächen einer partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung lauter Geraden eines linearen Komplexes zu 
Normalen, dann enthalten sie von selbst oo^ geodätische Kurven, die 
einem linearen Komplexe angehören (und zwar demselben). Die hier 
vorliegende Frage nach allen partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung, deren Charakteristiken auf den Integralflächen Haupttangenten- 
kurven sind und deren Integralflächen cx)^ geodätische Kurven eines 
linearen Komplexes aufweisen, ist sonach vollkommen gleichbedeutend 
mit der auf Seite 3 der vorliegenden Arbeit beantworteten Frage nach 
der Gesamtheit aller partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, 
deren Charakteristiken Haupttangentenkurven auf den Integralflächen 
bilden und deren Integralflächen lauter Geraden eines linearen Komplexes 
zu Normalen haben. Unter Benutzung der zitierten Stelle können wir 
imTpaiie "1^*1^^^ sofort das folgende Ergebnis aussprechen: „Die einzigen par- 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, deren Charakteristiken auf 
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Lineaie Differentialgleichungen d. ges. Art. 15 

aüen Integralflächen Hcmpttangentenkwrven sind und deren Integralflächen 
cx>^ geodätische Kurven enthalten, die einem linearen Komplexe angehören^ 
sind die von der Form 

(7) ap + bq — c^Of 

in der a, b, c Konstanten bedeuten. Diese Differenlialgleichung hat als 
CharaUeristiken die oo* Geraden, deren Bichtungscosinus mit a, &, c pro- 
portional sind. Die in Bede stehenden geodätischen Kurven der Integral- 
flachen gehören dem spegieUen Nullsysteme 

(8) adx + bdy + cdz = 

an und sind auf den Integralflächen offenbar die Orthogonaltrajektorien 
der Churdkteristiken.^^ In dem soeben behandelten Falle geht die ge- 
suchte partielle Differentialgleichung aus der Gleichung des linearen 
Komplexes; dessen Kurven auf den Integralflächen geodätische Linien 
bilden, direkt durch die Substitution (6) hervor, was seinen Grund 
dann hat, daß hier die Monge'sche Gleichung (3) mit der Gleichung 
dieses Komplexes (wegen des Zusammenfallens von K^ und K^ iden- 
tisch ist. 

Wie wir gesehen haben, ist eine Differentialgleichung der in unserer p/SSen- 
Aufgabe verlangten Art nur noch in einem zweiten Falle linear, näm- J[.°"?^*^od! 
lieh dann, wenn der Linienkomplex, dem die geodätischen Komplex- ^^^i 
kurven der Integralflächeu angehören, lauter Rotationskegel zu Elementar- ^aJ^g^^ir."* 
kegeln hat. Diesen Fall wollen wir jetzt erledigen. Wir werfen daher Jtouttons- 
zunächst die Frage auf: Wie lautet die Mong ersehe Gleichung des all- k^Spl- 
gemeinsten LinienJcomplexes, dessen Komplexkegd Botationskegd sind? ^«R«'^- 
Bei der Behandlung dieser Frage gehen wir von der Erwägung aus, i^jj^^^aulir 
daß jede Mo[nge'sche Gleichung, wofern wir x^y^e in ihr als Parameter ^^^^i^^ 
auffassen und dx, dy, dz durch x'j y\ z ersetzen, offenbar auch als ^**"^^ 
Gleichung des (in den Koordinaten x', y\ z' geschriebenen) Elementar- 
kegels gedeutet werden kann, den sie dem beliebigen Punkte {xy y, z) 
zuweist. Die gesuchte Mong ersehe Gleichung muß also, in dieser Weise 
interpretiert, einen beliebigen Kreiskegel darstellen, d. h. einen Kegel,, 
der den zu seiner Spitze gehörigen absoluten Kegel längs zweier Mantel- 
linien berührt. Sie läßt sich folglich in der Form 

(9) la(x, y, z) x' + ß(x,y, z) y' + y(x, y, z)zj - X' (x'' + y'^ + /«) = 

ansetzen. Dabei ist unter i? ein Parameter zu verstehen und die Be- 
stimmung der Funktionen a(x,yfZ), ß{x,y,z), y{x,yyz) in allgemeinster 
Weise so vorzunehmen, daß die Gleichung (9) die für die Gleichxmg 
eines Linienkomplexes charakteristische Gestalt besitzt, also homogen 
in den sechs Argumenten yz'—zy'j zx' — xz\ xy—yx, x', y\ z' ist. 
Wir erkennen hiernach leicht, daß die denM>ar allgemeinste Monge'sche 
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GHeichungy die einen Linienhomplex definiert, dessen Ktmvplexkegd Botar- 
tionskegd sind, die folgende ist: 

[JL(y/- £ryO + B{ex'-- xz') + C{xy' - yx') + J)x' + Ey' + Fz'Y 

oder in anderer Schreibweise 
Mon a'sche z' XA.{\fds—sdy)-\'B{zdx--xdz)'>r C{xdy—ydx) + Ddx + Edy+FdzY 

^Slr ^"^ -^* (^^ + ^y + ^^0) ^ 

Linien- oder 

lewei* [(B^-(7y + i))rfa; + {Cx-Az + E)dy + (4y - -Ba; + i^)rf;?p 

ke^rBoLt- (^^*) ~ XHd^x + d^y-i^a'z)^ 0. 

tionekegel ^ • :^ • / 

sind. Hierbei haben wir gesetzt: 

a{Xyy,z) = Bz — Cy + D 

(12) • ß{x,y,z)^Cx--Äz + E 

y{x,y,z) = JLy— Bx + F. 

In Gleichung (11) bedeuten JL, JB, C, 2), jB, F, >l beliebige Eonstanten. 
Da gerade sechs Ton ihnen als wesentlich anzusehen sind, gibt es ins- 
gesamt cx>^ Linienkomplexe; deren Eomplexkegel Rotationskegel sind. 
Bis auf Weiteres nehmen wir an, die Eonstanten in Gleichung (11) 
seien beliebig aber fest gewählt, sodaß diese Gleichung einen allge- 
meinen aber bestimmten Eomplex definiert, der Ereiskegel zu Eomplex- 
kegeln hat. Wir woUen nun in dem beliebigen Punkte (x, y, z) die 
Portschrittsrichtung {Öx : äy : dz) betrachten, deren Richtungsgrößen 
mit den an dieser Stelle genommenen Werten der Punktionen a(x, y, z\ 
ß{Xjy,z\ yix^yyZ) proportional sind: 

äx = a{x,y,z)dt = (Bz - Cy + D)dt 

(13) dy^ß{x,y,z)öt^(Cx-Äz + E)dt*) 

dz = r(x,y,z)dt =- (Äy — Bx + F)dt. 

Diese Fortschrittsrichtung ist offenbar die Achsenrichtung des Rotations- 
kegels, den die Gleichung (11) dem Punkte (Xyy^z) zuweist. Berechnen 
wir nämlich den Cosinus des Winkels oj, den sie mit einer ganz be- 
liebigen Portschrittsrichtung (dx : dy : dz) im Punkte {x, y, z) einschließt 

,^.v ^ (Bz ~-Cy + D)dx + {Cx -'Äz + E)dy + {Ay — Bx + F) dz 

(^ ; coscö— ^^,____^^ 

so sehen wir, daß dieser Winkel oi far aUe dem genannten Komplex- 



*) Einen Teil der in gegenwärtiger Entwicklung angewandten Bezeichnungen 
entlehnen wir absichtlich der Betrachtung in § 3 des 6. Kap., pag. 206 u. flg., die 
von linearen Komplexen handelt. 
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kegel angehörenden Fortschrittsrichtungen (dx : dy : dz) einen und den- 
selben Wert besitzt; denn für diese ist 

(l4) cos E = 

^ ^ ViBz—Cu + I^y + iCX'-Äz + Ey+iAy'-Bx + F)* 

Wir erkennen auch sofort, daß die durch die Gleichungen (13) bestimmte 
Kichtung (dx:dy:dz) zugleich die Achsenrichtung aller cx>^ Rotations- 
kegel ist, die dem beliebigen Punkte {x, y, z) durch die oo^ Linien- 
komplexe zugewiesen werden, welche die Gleichung (11) bei yariabelem 
X darstellt [A + oo, (A 4= 0)]. Alle in der Form (11) enthaltenen 
Komplexe, deren Monge'sche Gleichungen bis auf den Wert der Kon- 
stante k übereinstimmen, ordnen also einem beliebigen Punkte (x^y^z) 
Botationskegel zu, welche dieselbe Achse besitzen und sich nur durch 
die Ofl&iungswinkel unterscheiden. Letztere stehen in der durch die 
Gleichung (14) zum Ausdruck gebrachten funktionalen Abhängigkeit 
vom Werte der Konstanten X und dem der Ortsveränderlichen (x^y^z). 
Setzen wir für X den Wert Null, so stellt die Gleichung (11) den 
(doppelt zu rechnenden) linearen Komplex 

A{ydz — zdy) + B(zdx — xdz) + C(xdy — ydx) 

^ ^ + Ddx + Edy + Fdz = 

dar. Damit steht in Einklang, daß für A » der Offiiungswinkel 
^ = 90^ wird. Sind die oo^ Linienkomplexe gegeben, welche die Glei- 
chung (11) definiert, wenn X alle endlichen, von Null verschiedenen 
Werte annimmt, so können wir, wie nunmehr klar, sofort ein Nullsystem 
angeben — nämlich das durch die Gleichung (15) bestimmte — j dem 
die Eigenschaft zukommt, daß die einem beliebigen Punkte durch das 
Nullsystem zugewiesene Nullebene auf der gemeinschaftlichen Achse 
der cx)^ Rotationskegel senkrecht steht, die dem Punkte durch die ge- 
gebenen Komplexe zugeordnet werden. Ist umgekehrt der beliebige 
lineare Komplex (15) vorgelegt, so sind wir imstande unmittelbar die 
Gleichung (11) anzuschreiben, in der wir X als variabelen Parameter 
auffassen, und erhalten dadurch oo^ Linienkomplexe von der Beschaffen- 
heit, daß die oo^ einem beliebigen Punkte durch sie zugewiesenen 
Rotationskegel als gemeinsame Achse die Normale der Nullebene be- 
sitzen, die dem Punkte durch das gegebene Nullsystem zugeordnet wird. 
Nebenbei bemerkt, erklärt es sich hieraus geometrisch, daß es oo* 
Linienkomplexe gibt, deren Komplexkegel Rotationskegel sind, wenn 
wir die Tatsache bedenken, daß die Zahl der Nullsysteme oo^ beträgt. 
Fassen wir nun wieder einen beliebigen, aber bestimmten Linienkomplex 
$ ins Auge, dessen Komplexkegel Rotationskegel sind! Die Gleichung 
(11), in der jetzt auch X einen festen, von Null verschiedenen Wert 

2 



18 § 3. Beitrag zur Lösung des Froblemes (1^ 6). 

habe^ sei seine Monge'sehe Gleichung. Der Zentrakegel K^ des Ro- 
tationskegels K^y den dieser Komplex einem beliebigen Raumpnnkte 
P{Xi y, 0) zuweist; artet in das Elementarbüscliel aus^ dessen Träger 
die Achse des Kegels K^ ist. Jede Ebene jT, dieses Büschels schneidet 
den Kegel K^ längs zweier Mantellinien m^, m\, die mit der Rota- 
tionsachse beide denselben Winkel ^ bilden^ und steht auf den 
Ebenen T^ und T\ senkrecht, welche den Kegel K^ längs m^ bzw. m\ 
berühren. Hieraus schließen wir (unter Berücksichtigung der bereits 
zitierten Stelle in § 4 des 14. Kap., pag. 685); daß das Elementarbüschel 
dem Punkte P durch eine lineare partielle Differentialgleichung zu- 
gewiesen wird; deren Integralflächen zwei Systeme von je cx>^ geodä- 
tischen Linien enthalten; die dem Komplexe O angehören und die Eigen- 
schaft besitzen; daß in jedem Punkte einer Integi*alfläche die Kurve des 
einen Systems mit der hindurchgehenden Charakteristik denselben Winkel 
ö einschließt; wie die Kurve des anderen. Wie Gleichung (14) lehrt, 
ändert sich dieser Winkel ^ im allgemeinen von Punkt zu Punkt und 
bleibt dann und nur dann konstant; wenn in der Monge'schen Glei- 
chung des Komplexes O insbesondere -4. = JB == C = ist; worauf wir 
vorläufig nicht eingehen wollen. Nach früherem ist klar; daß die Ele- 
mentarbüschel der genannten partiellen Differentialgleichung gleichzeitig 
als Zentrakegel der Komplexkegel aller oo^ Linienkomplexe aufgefaßt 
werden können; deren Monge'sche Gleichungen sich nur durch den 
Wert der Konstante X von der des Komplexes O unterscheiden. AlleS; 
was in bezug auf den Komplex ausgesagt wurde; gilt natürlich be- 
züglich jedes dieser cx>^ Linienkomplexe. Die Integralflächen der in 
B/cde stehenden partiellen Differentialgleichung enthalten also von 
jedem dieser oo^ Komplexe je oo^ geodätische Kurven; die sich ebenso 
wie die dem Komplexe O angehorigen in je zwei Systemen der ge- 
schilderten Art anordnen. Jede geodätische Linie einer IntegraLfläche 
der betrachteten Differentialgleichung gehört einem der genannten 
Komplexe an. Die (eigentlich doppelt zu rechnenden) Orthogonal- 
trajektorien der Charakteristiken auf den Integralflächen sind geodätische 
Kurven des linearen Komplexes (15); dessen Gleichung sich aus der 
des Komplexes O für >l = ergibt. [Diesem Komplexe gehören auch 
die Normalen der Integralflächen an.] Ist also durch die Gleichung (11) 
ein beliebiger Linienkomplex gegeben; dessen Komplexkegel Rotations- 
kegel sind; so besitzt die lineare partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung; deren Integralflächen (x>^ geodätische Kurven dieses Komplexes 
enthalten; die Eigenschaft; daß ihre Integralflächen auch cx>\ geodätische 
Kurven eines linearen Komplexes; nämlich des Komplexes (15); enthalten. 
Ist umgekehrt durch die Gleichung (15) ein beliebiger linearer Komplex 
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vorgelegt; so bat die partielle Differentialgleichung erster Ordnung^ deren 
Integralflächen cx>^ geodätische Kurven dieses Komplexes enthalten^ die 
Eigenschaft; daß ihre Integralflächen auch zwei Systeme von je oo^ 
geodätischen Kuryen eines jeden der bei yariabelem l durch die Glei- 
chung (11) definierten Linienkomplexe aufweisen. Hiemach ist klar, 
daß die Frage nach allen partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung; deren Charakteristiken auf den Integralflächen oo^ geodätische 
Kuryen eines Linienkomplexes enthalten, der Rotationskegel zu Kom- 
plexkegeln hat; yöllig äquivalent ist mit der Aufgabe alle partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung zu ermitteln; deren Charakte- 
ristiken auf den Integralflächen Haupttangentenkurven bilden und deren 
Integralflächen oo^ geodätische Kuryen eines linearen Komplexes ent- 
halten. Alle derartigen Differentialgleichungen haben wir aber schon 
auf S. 14 ermittelt. Außer den dort gefundenen Differentialgleichungen 
yon der Form der Gleichung 

(7) aj) + 6« — (J =- 

gibt es also keine weiteren linearen partiellen Differentialgleichungen i^'f *Fiaie. 
erster Ordnung; welche die beiden in unserer Aufgabe verlangten Eigen- 
schaften besitzen. Während wir früher aber nur gesehen hatten, daß 
die Orthogonaltrajektorien der Charakteristiken auf den Integralflächen 
der Differentialgleichung (7) geodätische Kurven des linearen Komplexes 

(8) adx + hdy + cdz ^0 

sind; dem auch die Normalen der Integralflächen angehören; haben wir 
jetzt erkannt; daß überhaupt jede geodätische Kurve der Integralflächen 
einem Linienkomplexe angehört und zwar einem der (x>^ Komplexe; 
welche die Monge'sche Gleichung 

(16) (adx + ldy + c dzf - X^{dx^ + dy^ + dz^) - 

definiert; wenn X einen variabelen Parameter bedeutet; wir haben dabei 
die Konstanten D; Ej F neuerdings mit a, h^ c bezeichnet. Die Komplex- 
kegel jedes einzelnen dieser Linienkomplexe haben denselben Öfi&iungs- 
winkel und sind untereinander gleich gestellt. [Dieser Öffhungswinkel 
wird durch die Gleichung 

(17) cos 5 = 

bestimmt.] Die geodätischen Linien der Integralflächen der Differential- 
gleichung (7) sind also die Isogonaltrajektorien der auf diesen yer- 
laufenden Charakteristiken; was klar; da die Integralflächen dieser Diffe- 
rentialgleichung Zylinder; die Charakteristiken deren Mantellinien sind. 

2* 



20 § 3- Beitrag Eur Lösung des Problemes (1, 6). 

Brmitte- ij/^^^ gehen nanmelir zur Behandlung der Frage nach den nicht- 

^'jJ^j^JJ^ Kneoren partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung über, welche 



d 



•»«J^^^^'^die verlangten Eigenschaften besitzen. 

Anaiyt. Es Sei ein beliebiger Linienkomplex O vorgelegt, der jedoch nicht 

linear sei und nicht lauter Rotationskegel zu Eomplezkegeln habe. 

Seine Monge 'sehe Gleichung 

(1) *(y(?jef — jefdy, zdx — xdzy xdy — ydx, dx, dy, dz) = 

sei also nicht in den Formen (15) bzw. (11) enthalten. Nach dem auf 
Seite 13 entwickelten Verfahren können wir dann sofort die nicht- 
lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung 

(2) G{x,y,z,p,q)^0 

ermitteln, deren Integralflächen (x>^ geodätische Kurven (im eigentlichen 
Sinne) des Komplexes 9 enthalten. Soll diese Differentialgleichung 
auch die Eigenschaft haben, daß ihre Charakteristiken auf den Integral- 
flächen Haupttangentenkurven bilden, so ist dazu notwendig und hin- 
reichend, daß die Gleichung 

(18) (ö,+ G,p) G^ + (G^+ G,q) G^^O 

infolge von ö = (cf . § 1 des 14. Kap., pag. 640) oder identisch besteht. 

^*^Mte.^^ Nachdem wir die vorliegende Frage analytisch bis zu einem ge- 

wissen Grade beantwortet haben, woUen wir sie jetzt auch geometrisch 
in Angriff nehmen. Wie an früherer Stelle besprochen, sind die Ele- 
mentarkegel der partiellen Differentialgleichung 6r = 0, deren Integral- 
flächen oo^ geodätische Kurven des Komplexes $ enthalten, die Zentra- 
kegelK^ der Komplexkegel iT^ dieses Komplexes. Da die Charakteristiken 
einer nicht-linearen partiellen Differentialgleichung 6r = (nach Theo- 
rem 25 in § 1 des 14. Kap., pag. 639) dann und nur dann Haupt- 

' tangentenkurven auf den IntegraLflächen sind, wenn 6r » die partielle 

Differentialgleichung eines nicht -linearen Komplexes ist, so erkennen 
wir, daß zu dem vorgelegten Komplex dann und nur dann eine 
nicht -lineare partielle Differentialgleichung 6r =» gefunden werden 
kann, welche die beiden verlangten Eigenschaften zugleich besitzt, wenn 
Brmitte-^^ die Zcntrakcgel K^ seiner Komplexkegel K^ einem nicht-linearen Kom- 

Sff " der P^®^® angehören. Eine Kategorie von derartigen Komplexen O können 

^^^Art.***"^ wir unmittelbar angeben. Es sind dies alle nicht in der Form (16) 
enthaltenen nicht-linearen Komplexe, deren Monge 'sehe Gleichungen 
von X, y, z frei sind. Die Gleichung 

(19) 0^{dXydy,dz)^Q 

stelle den allgemeinsten Komplex dieser Art dar. Da seine Komplex- 
kegel K^ untereinander kongruent und parallel gestellt sind, ist dies 
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auch bei deren Zentrakegeln K^ der Fall. Diese sind also ebenfalls 
Komplexkegel eines nicht-linearen Komplexes 

(20) 9^{dXydy,dz)^Q. 

Die (nach dem angegebenen Verfahren aus Oj —» zu ermittelnde) 
nicht-lineare partielle Differentialgleichung 

(21) (?,0, 2) - 0, 

welche die Zentrakegel K^ als Elementarkegel besitzt; deren Integral- 
flächen also cx)^ geodätische Kurven des Komplexes O^ » enthalten^ 
hat als Charakteristiken gerade Linien^ die stets Haupttangentenkuryen 
auf den Integralflächen bilden. Die partielle Differentialgleichung O^^O 
hat also tatsächlich die beiden verlangten Eigenschaften. Ihre Integral- 
flächen sind die Developpabelen, welche die in der unendlich fernen 
Ebene gelegene Kurve 9300 enthalten^ die in homogenen Punktkoordi- 
naten (x'\y'\z'^ durch die Gleichung O^{x\y\z')^0y in nicht-homo 
genen Linienkoordinaten (p, 2) durch die Gleichimg Gz(jßyq) ^0 dar- 
gestellt wird. Wie wir bei Behandlung der Aufgabe (1,4) ausführten, 
sind die zu den Komplexkegeln K^ supplementären Elementarkegel K^ 
ebenfalls untereinander kongruent und gleich gestellt und gehören einem 
nicht-linearen Komplexe 

(22) ^^{dx, dy, dz) =- 

an. Nun sind aber nach unseren Betrachtungen auf Seite 12 die Zentra- 
kegel K^ der Komplexkegel K^ gleichzeitig die Zentrakegel der zu den 
Kegeln f^ s^pplenientären Komplexkegel K^, Daraus folgt, daß die 
Integralflächen der Differentialgleichung Ö3 = auch 00^ geodätische 
Kurven des Komplexes *, « enthalten. Um den Verlauf der beiden 
in Rede stehenden Systeme geodätischer Komplexkurven auf den Integral- 
flächen der Differentialgleichung öj = zu untersuchen, wollen wir in 
irgendeinem Punkte P einer beliebigen ihrer Integralflächen die Kom- 
plexkegel K^y K^, Kq konstruieren. Die Tangentenebene dieser Integral- 
fläche in P ist eine Tangentenebene T3 des Komplexkegels K^ und 
berührt diesen längs der durch P gehenden geradlinigen Erzeugenden g 
der Integralfläche ; die eine Charakteristik von öj = ist. Wie wir 
auf Seite 12 gesehen haben, wird Tg vom Kegel K^ längs einer Mantel- 
linie m^, vom Kegel K^ längs einer Mantellinie m^ senkrecht geschnitten. 
i»i bzw. fW2 sind die Tangenten der (auf der Integralfläche) durch P 
gehenden geodätischen Komplexkurven des Komplexes ©^ = bzw. 
*j=»0. Die Gerade g bildet mit m^ einen Winkel Oj, mit m, einen 
Winkel (d,; % und mg stehen aufeinander senkrecht [cf. Seite 12]*). 

*) Nachweise in eckigen Klammem beeiehen sich auf die vorliegende Arbeit. 
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Hieraus ergibt sich, daß auf jeder Integralfläche der Differentialgleichung 
Ö3 = die geodätischen Komplexkurven des Komplexes ^^ = (als 

1. System) und die des Komplexes ^^^^O (als 2. System) ein ortho- 
gonales Netz bilden*). Die Erzeugende g wird von sämtlichen Kurven 
des 1. Systemes unter dem Winkel ca^, von sämtlichen Kurven des 

2. Systemes unter dem Winkel o^ geschnitten. Dies erklärt sich daraus, 
daß sowohl die Kegel K^ als auch die Kegel K^ und die Kegel K^ 
durch Translation ineinander übergehen, sodaß alle Verhältnisse un- 
verändert bleiben, wenn P die Gerade g, also eine Mantellinie von K^, 
durchläuft. Die Winkel o^ und m^ ändern sich im allgemeinen aber 
natürlich beim Übergang von einer Erzeugenden g zu einer anderen. 

Die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, deren Integral- 
flächen lauter Geraden des Komplexes ©^ = 0, bzw. $2 = zu Nor- 
malen haben, seien, wie auf Seite 8, mit i^g = bzw. JP\ = bezeichnet. 
Nach § 4 des 14. Kap., pag. 684 hat die partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung, deren Integralflächen c»^ geodätische Kurven eines vor- 
gelegten Linienkomplexes enthalten ^ die Zentraflächen der Integral- 
flächen derjenigen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zu 
Integralflächen, deren Integralflächen lauter Geraden des gegebenen 
Komplexes zu Normalen haben. Aus unseren Entwicklungen folgt 
daher leicht, daß die Integralflächen der partiellen Differentialgleichung 
G^{p,q) =^ sowohl die Zentraflächen der Integralflächen von F^^O, 
als auch die der Integralflächen von i^2= sind**). Wir könnten aus 
den vorstehenden Überlegungen noch eine Reihe teilweise recht inter- 
essanter Resultate ableiten***). Da diese für unser Thema jedoch ohne 
großen Belang sind, verzichten wir auf die Ausführung dieser nahe- 
liegenden Dinge. Überhaupt wollen wir auf den nicht-linearen Fall 
der Aufgabe (1,6) nicht weiter eingehen. Eine methodische Behand- 
lung dieses Falles führt auf schwierige Fragen aus der Theorie der 
Ermitte- Zeutraflächen. Nur eine Tatsache wollen wir noch kurz erwähnen, 

lung einer ^ ^ ^ ^ ' 

weiteren nämlich, daß alle nicht -linearen partiellen Differentialgleichungen von 
Diffgin d der Form 

Terlangten 

^''- (23) F(j}, q,e-px-qy)^0 



*) Diese geodätischen Eomplexkurven sind krummlinig. 
**) Die Integralflächen von G^=^0 sind die Zentraflächen der Integralflächen 
von JP\ =B und F^ = 0. Die Elementarkegel von (r^ = sind die Zentra- 
kegel der Elementarkegel von l^j = und JP, *= 0. 

*^ Durch Betrachtung der Beziehungen zwischen qpgoo und den an früherer 
Stelle eingeführten Kurven tp^^ und 9,00; durch Untersuchung der Abwickelung der 
Integralflächen von G^^^O in die Ebene; femer durch Spezialisierung, sowie durch 
teilweise Umkehrung unserer bisherigen Ergebnisse. 
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offenbar die in der Aufgabe verlangten Eigenschaften besitzen: Die 
Charakteristiken jeder derartigen Differentialgleichung sind gerade 
Linien und bilden deshalb stets Haupttangentenkurven auf den Integral- 
flächen. Letztere enthalten aber auch oo^ geodätische Linien eines 
Linienkomplezes. Denn die <x>^ auf den Integralöächen verlaufenden 
geradlinigen Charakteristiken sind geodätische Linien der Litegralflächen 
und gehören dem von den <x>^ Charakteristiken gebildeten Linienkom- 
plexe an. Bei den Differentialgleichungen von der Form (23) fällt das 
aus den Charakteristiken bestehende System der Haupttangentenkurven 
einer beliebigen Integralfläche insbesondere mit einem*) Systeme 
geodätischer Eomplexkurven zusammen. Diese Differentialgleichungen 
sind die einzigen der verlangten Art; bei denen dies der FaU ist 
[cf. § 1, Seite 1]. 

Von einer Zusammenfassung unserer Ergebnisse, die viel Raum 
beanspruchen würde, sehen wir mit Rücksicht auf den umfang der 
Arbeit ab. 

Anhang. 

Wie wir in § 2 in Aussicht gestellt haben [cf Seite 11], wollen Bimitte- 
wir jetzt noch alle partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung Diffgini.o.i 

deren 

(24) F^is, «) = ^^^- 

ermitteln, deren Elementarkegel zu sich selbst supplementäre Komplex- 'uppie^n'.* 
kegelsind. • ^STiS^; 

Wir haben bereits erwähnt, daß jede partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung, die parallel gestellte Rotationskegel vom Offiiungs- 
winkel 45^ zu Elementarkegeln hat, eine solche Differentialgleichung 
darstellt. Diese Elasse von Differentialgleichungen wollen wir zunächst 
bestimmen. Die Entwickelungen dieses Paragraphen lehren, daß die 
Monge 'sehe Gleichung 

(16) {adx-\-hdy + c dzf - X\dx^ -f- dy^ -f d^er«) = , 

in der a, &, c, A beliebige Konstanten bedeuten, den allgemeinsten 
Linienkomplex definiert, dessen Komplexkegel kongruente und gleich 
orientiente Rotationskegel sind [cf. Seite 16, 18, 19]. Da die Glei- 
chung (16) drei wesentliche Konstanten enthält, gibt es, wie geometrisch 
sinnfällig, gerade oo^ derartige Komplexe. Der Ofi&iungswinkel ^ der 
Kegel des Komplexes (16) wird durch die Gleichung 

(17) cos 5 = • r^rrr 



*) Bei den Differentialgleichungen 6^sCPi9!) = ^» die auch hierher gehören, 
haben wir mehr als ein System geodätischer Eomplexkurven der Integralflächen 
kennen gelernt. 
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geliefert [cf. Seite 19]. Dieser Winkel E ist dann und nur dann 
gleich 45^, wenn 



(25) A-]/^ 



+ d*+c* 



2 

ist. Daraus folgt, daß die Gleichung 

(26) 2(adx + bdy + cd^y - (a«+ &«+ c*) {dx^+ dy^+ rf;?^)- 

den allgemeinsten Komplex darstellt, der parallel gestellte Rotations- 
kegel Tom Offnungswinkel ^ = 45^ zu Komplexkegeln hat. Die aus 
dieser Gleichung vermöge der Substitution 

(6) dxidy : dz =p : g : — 1 

herrorgehende Gleichung 

(27) 2{ap + &« - cy ~ (a«+ 6«+ c*) (p^ + q^+ 1)= 

ist daher die allgemeinste partielle Differentialgleichung erster Ordnung, 
deren Elementarkegel solche Botationskegel sind. Linienkomplexe vom 
Typus (26), bzw. partielle Differentialgleichungen von der Form (27) 
gibt es offenbar insgesamt cx)'. 

Nachdem wir in den Differentialgleichungen von der Gestalt (27) 
eine Klasse von Differentialgleichungen gefunden haben, deren Ele- 
mentarkegel zu sich selbst supplementäre Komplexkegel sind, be- 
schreiten wir jetzt einen Weg, auf dem wir, wie sich zeigen wird, zu 
allen übrigen derartigen Differentialgleichungen gelangen. Schreiben 
wir die Gleichung (26) in der Form 

(26') 2(ax'+ ly' + czj - (a« +&«-[- c«) (rc'» + y'» + z'"^) « 0, 

so können wir sie als die Gleichung des Botationskegels ansehen [ge- 
schrieben in den Koordinaten x'y y, /], den der Komplex (26) oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, die Differentialgleichung (27) dem 
Koordinatenanfangspunkt zuweist. Würden wir den Größen a,b, e 
alle denkbaren Werte zulegen, so würde die Gleichung (26^) alle 
cx)^ Rotationskegel mit der Spitze und dem Offnungswinkel ^ » 45^ 
darstellen. Wir wollen nun aus diesem Systeme von oo^ Rotations- 
kegeln irgendeine Schar von oo^ herausgreifen, etwa indem wir in 
Gleichung (26') a, h, c als beliebige Funktionen eines Parameters t 
wählen und alsdann t alle möglichen Werte durchlaufen lassen. Aus 
unseren Betrachtungen auf Seite 9 und 10 folgt dann leicht, daß das 
Umhüllungsgebilde K^^ dieser (x>^ Rotationskegel ein zu sich selbst 
supplementärer Kegel mit der Spitze ist^). Die Gleichung dieses 
Kegels laute: 
(280 O,,(^',y',/) = 0. 

*) Natürlich nur dann, wenn JT^, irreduzibel. 
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Wir erhalten sie, indem wir die Gleichung (260 ^^ach t diflferen- 
tiieren und dann aus ihr und der durch Bildung der Ableitung ent- 
stehenden Oleichung den Parameter i eliminieren. Ersetzen wir jetzt 
in Gleichung (280 ^® Größen x', y, z durch dx^ dy^ djs^ so ergibt 
sich die Monge'sche Gleichung 

(28) O,,(dx,dy,dz)^0, 

welche als Eomplexkegel alle Kegel besitzt, die mit dem zu sich selbst 
supplementären Kegel K^^ kongruent und gleichgestellt sind. Die zu- 
gehörige partielle Differentialgleichung erster Ordnung, die aus der 
Gleichung (28) durch die Substitution (6) hervorgeht, ist eine Diffe- 
rentialgleichung der gesuchten Art. Es erscheint nun recht bemerkens- 
wert, daß wir auf die geschilderte Weise [also durch Differentiationen 
und Eliminationen allein] überhaupt jede partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung F^^ip^i) =-0 herleiten können, deren Elemeutarkegel 
zu sich selbst supplementäre Komplexkegel sind. Dies folgt daraus, 
daß jeder zu sich selbst supplementäre Kegel K^^ ^^ ümhüllungsgebilde 
von cx>^ Rotationskegeln mit dem Offnungswinkel 45^ aufgefaßt werden 
kann. Mit den hier ermittelten Differentialgleichungen ^^12(^7 s) = 0, 
deren interessante Eigenschaften wir teilweise schon in § 2 untersucht 
haben [cf. Seite 10 u. 11], werden wir uns in § 9 wieder beschäftigen. 



§ 4. Iiösung des Froblemes (2, 3). 

„GesucM sind aUe partiellen Di/ferentiaigleichungen erster 
Ordnung F(x, y, z, p, q) = 0, deren Charakteristiken auf aüen 
Integralflächen zugleich Krümmungslinien und geodätische Linien 
bilden.^^ 

Wir beabsichtigen unsere Lösung des Problemes auf zwei Sätze 
zu stützen, die sich bei Bianchi „Yorles. üb. Diff. geom.^^ in § 84, 
pag. 166, wie folgt, ausgesprochen finden: 

1) Wenn eine Krümmungslinie eine geodätische Linie ist, so ist 
sie eben. 

2) Jede ebene geodätische Linie ist eine Krümmungslinie. 

Natürlich ist der zweite Satz in seiner uneingeschränkten Allgemein- 
heit nicht ganz korrekt; denn eine gerade Linie einer Fläche ist wohl 
immer eine ebene geodätische Linie, aber nicht unter allen umständen 
eine Krümmungslinie der Fläche. Entsprechend gehören nicht aUe 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, deren Charakteristiken 
gerade Linien sind, zur E^tegorie der gesuchten Differentialgleichungen, 
sondern nur diejenigen, bei denen die geradlinigen Charakteristiken auf 
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allen Integralfiächen Erümmungslinien bilden. Diese Differential- 
gleiclmngen wollen wir zunächst ermitteln. Wir wollen also zunächst 
das Problem (2,5) erledigen: 

i^^deq*. „Gesucht sind aUe partiellen Differentialgleichungen erster Ord-- 

^BucMet ''^^'^9 ^(ß^fiff^fPfi)^^} deren Charakteristiken gerade Linien 

^g«r»d]iS. ^^' ^'^ ^'^f ^^^ Integralflächen Krümmungslinien büden/' 

Daß alle nicht-linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
des^xSu^ nung mit geradlinigen Charakteristiken, d. h. aUe nicht-linearen partiellen 
mes (2,6). Differentialgleichungen von der Form 

(1) F(p,q,£: -px - qy) - 0, 

die in Aufgabe (2, 5) und mithin auch die in Aufgabe (2, 3) verlangten 
Eigenschafken besitzen, ist klar. Da nämlich alle nicht -singulären 
Integraläächen einer derartigen Differentialgleichung abwickelbar sind 
(c£ § 1 des 7. Kap., pag. 266), stellen die Charakteristiken als geradlinige 
Erzeugenden stets Erümmungslinien auf allen nicht-singulären Integral- 
flächen dar. Anders liegt die Sache bei dei^ linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung mit geradlinigen Charakteristiken. 
Die Charakteristiken einer linearen partiellen Differentialgleichung sind 
(nach Satz 7 in § 2 des 14. Kap., pag. 665) dann und nur dann Erüm- 
mungslinien auf aUen Integralflächen, wenn sie entweder die Orthogonal- 
kurven einer Schar von cx>^ Engeln, oder jedoch oo^ Minimalgeraden 
sind. Sollen die Charakteristiken einer linearen partiellen Differential- 
gleichung nun geradlinig sein, so bilden sie nach diesem Satze dann 
und nur dann Erümmungslinien auf allen Integralflächen, wenn sie 
entweder lauter Geraden eines Strahlenbündels oder cx>^ Minimalgeraden 
sind. Die linearen partiellen Differentialgleichungen, deren Charakte- 
ristiken Strahlenbündel bilden, sind die von der Form 

(2) L{p, q,z-px-qy)^0, 

wenn L eine beliebige lineare Funktion ihrer Argumente bedeutet. Diese 
Form umfaßt nämlich die Differentialgleichungen von den Typen 

(3) (a~a?)p + (6-y)g-(c-^)-0 
und 

(4) ap ■\'bq — c^O 

und nur diese. Die Formen (3) bzw. (4) aber enthalten offenbar alle' 
Differentialgleichungen, deren Charakteristiken Strahlenbündel (mit im 
Endlichen bzw. unendlichen gelegenem Tiügerpunkte) bilden. Die Inte- 
gralflächen einer Differentialgleichung vom Typus (3) sind konzentrische 
Eegel, die einer Differentialgleichung vom Typus (4) parallele Zylinder. 
Die Differentialgleichungen von der Form (2) haben also lauter Develop- 
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pabelen zu Integralflächen. Nebenbei bemerkt, folgt aus unseren Über- 
legungen leicht, daß diese Differentialgleichungen auch die einzigen 
Hnearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit gerad- 
linigen Charakteristiken sind, deren sämtliche Integralflächen abwickel- 
bar sind. Fassen wir unsere Ergebnisse zusammen, so erhalten wir den 

Satz 4: „Die Charakteristiken einer partiellen Differentialgleichung /^^T^SJ- 
erster Ordnung sind dann und nur dann gerade Linien, die auf aZfen^^®™*^*»^))* 
nichi-singulären Integralflächen Krümmungslinien bilden, wenn die Diffe- 
rentialgleichung von der Form 

(5) JTO^g,^ -px - ffy) - 

ist, (wobei SF eine beliebige lineare oder nicht-lineare Funktion ihrer Argu- 
mente bedeutet,) oder wenn sie linear ist und ihre Charakteristiken ein 
System von oo* Minimalgeraden bilden [(f, 8. 1]." 

Nachdem wir von den in Aufgabe (2,3) gesuchten Differential- j^i?"^ 
gleichungen alle diejenigen ermittelt haben, deren Charakteristiken g*f*ät^ 
gerade Linien sind, wollen wir jetzt auch nach allen partiellen Diffe- ^^^Jf*» 
rentialgleichungen der verlangten Kategorie fragen, die krummlinige ^^^^ 
Charakteristiken besitzen. Daß es lineare Differentialgleichungen Lineare 
dieser Art nicht gibt, ist leicht zu beweisen. Denn wir erkennen sofort, sef Art.^ 
^as auch für spätere Zwecke wichtig, daß die Charakteristiken einer 
linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung überhaupt stets 
geradlinig sind, wenn sie auf allen Integralflächen geodätische Linien 
bilden. Betrachten wir nämlich eine beliebige Charakteristik einer linearen 
partiellen Differentialgleichung, so können wir stets eine Integralfläche 
angeben, welche diese Charakteristik enthält und zudem in einem be- 
liebigen Punkte P der Charakteristik irgendeine der oo^ Ebenen E 
zur Tangentenebene hat, die durch die Charakteristikentangente t des 
Punktes P hindurchgehen. Ist die Charakteristik geodätische Linie 
dieser Integralfläche, so ist die gewählte Ebene E die längs t auf der 
Schmiegungsebene der Charakteristik senkrecht stehende Ebene. Soll 
die Charakteristik nun auf aUen sie enthaltenden Integralflächen geo- 
dätisch verlaufen, so muß in jedem ihrer Punkte P jede der cx>^ die 
Charakteristik berührenden Ebenen E als Normalebene der zugehörigen 
Schmiegungsebene aufgefaßt werden können. Die Schmiegungsebene 
der Charakteristik muß also an jeder Stelle unbestimmt, die Charakte- 
ristik sonach eine Gerade sein. 

Die partiellen Differentialgleichungen der in unserer Aufgabe gesuchten ^jJ'^DiffgS 
Art, die krummlinige Charakteristiken haben und die wir jetzt ermitteln ^®*®' ^^ 
wollen, sind also sämtlich nicht-linear. Die Zahl der Charakteristiken 
jeder solchen Differentialgleichung beträgt daher cx>'. Wir wollen nun 
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eine beliebige Integralfläche J der allgemeinsten derartigen Differential- 
gleichung ins Auge fassen. Die cx>^ die Fläche J erzeugenden Charakte- 
ristiken li sind nach dem ersten der zitierten Sätze ebene Kurven. 
Ihre Ebenen umhüllen eine gewisse Raumkurve jß. In einem beliebigen 
Flächenpunkte P ist die eine Hauptkrümmungstangente mit der Tan- 
gente der durch P gehenden Charakteristik 2; identisch; die andere 
Hauptkrümmungstangente steht auf der Ebene dieser Charakteristik h 
senkrecht; da Iz eine geodätische Kurve der Integralfläche J bildet. 
Hieraus folgt; daß das vom System der Charakteristiken verschiedene 
System von Krümmungslinien der Integralfläche J aus Orthogonal- 
kurven der oo* Ebenen der Charakteristiken "k besteht, also von cx>* 
Planevolventen der Raumkurve JS gebildet wird. Da diese oo^ Plan- 
evolventen die oo^ Ebenen der Charakteristik M, nach kongruenten Kurven 
schneiden; so ergibt sich; daß die auf der Integralfläche J verlaufenden 
Charakteristiken Ä; sämtlich untereinander kongruent sind. Bedenken 
wir; daß durch jede der oo^ Charakteristiken der betrachteten Integral- 
fläche J unendlich viele andere Integralflächen derselben Differential- 
gleichung hindurchgehen; und daß auch alle auf diesen Integralflächen 
gelegenen Charakteristiken mit den Charakteristiken der Integralfläche 
J kongruent sein müssen, so erkennen wir durch Wiederholung dieser 
Schlußweise; daß überhaupt alle oo^ Charakteristiken der allgemeinsten 
Differentialgleichung der gesuchten Art untereinander kongruent sind. 
Es ist klar; daß die beliebige Integralfläche J von einer Charakteristik 
Ä beschrieben wird, wenn deren Ebene von der Raumkurve JB, oder, 
was dasselbe von deren Tangentenfläche abrollt ohne zu gleiten. 
Die Integralflächen der allgemeinsten partiellen Differentialgleichung 
der verlangten Art sind also sog. «surfaces moulures generales» (cf. Dar- 
boux, «Thäor. d. Surf.», I. Bd., Art. 85, pag. 103) oder „Allgemeine 
^^eSÄ Gesimsflächen" (cf. Scheffers, ;,Anw. d. Diff.- u. Int.-Rechn. auf Geom.", 
n. Bd.; § 9, pag. 181). Es ist nun höchst beachtenswert, daß sich alle 
derartigen partiellen Differentialgleichungen durch Differentiations- und 
Eliminationsprozesse finden lassen. Wie wir alsbald zeigen werden, 
können zu jeder ebenen Kurve Ä, wie immer sie auch beschaffen sei, 
sofort unendlich viele partielle Differentialgleichungen erster Ordnung 
ermittelt werden, deren Charakteristiken sämtlich mit der vorgegebenen 
Kurve 2; kongruent sind und auf allen nicht-singulären Integralflächen 
zugleich Krümmungslinien und geodätische Linien bilden, 
deren^chkr. Die folgenden Untersuchungen werden lehren, daß unter den ge- 

Kreisesind. g^^jj^^j^ Differentialgleichungen diejenigen in mehrfacher Hinsicht eine 
besondere Rolle spielen, deren Charakteristiken Kreise sind. Mit diesen 
Differentialgleichungen wollen wir uns zunächst befassen und ihre 
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analytische Form bestimmen. Wir überlegen dabei, wie folgt: Die 
Gleichung \ 

(6) (a;-Z)H(y-r)«+(^-^)*-r«-0 

definiert bei beliebig veränderlichen Größen X, Y, Z und konstantem r 
den Komplex aller Engeln vom Radius r im Baume {x, y, z). Setzen 
wir zwischen den Mittelpunktskoordinaten X, F, Z eine beliebige 
Relation 

(7) F{X, T,Z)~0 

fest; so wird durch die Gleichung (6) nunmehr das System der cx>' 
Kugeln vom Radius r geliefert, deren Mittelpunkte die durch Glei- 
chung (7) dargestellte Fläche erfüllen. Dieses Kugelsystem bildet eine 
vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, 
die wir erhalten, indem wir die Gleichung (6) einmal total nach x, ein 
anderes Mal total nach y differentiieren und aus den sich ergebenden 
Gleichungen 

(8) x-X + (Z''Z)p=^0 

(9) y«r+(^-z)ff-o 

und aus den Gleichungen (6) und (7) die drei Größen X, F, Z elimi- 
nieren. Es ergibt sich zunächst 

(8') x-X (z-.Z)p 

(90 y-^r--(^-Z)ff 

^ ^ Vi>' + 3* + 1 

hieraus 



(10) 



X=-x + 



r-y + 



Z-g- 



rp 



Vi»' + a' + i 



V^' + ä'+i 

r 



Vp' + a' + ^ 

and durch Substitution in die Gleichung (7) des Mittelpunktsortes die 
partielle Differentialgleichung: 

Diese partielle Differentialgleichung besitzt nun offenbar die ge- 
wünschten Eigenschaften. Gehen wir nämlich von einem beliebigen 
Punkte P der Fläche (7) zu einem infinitesimal benachbarten Flächen- 
punkte P' über und konstruieren die beiden unendlich benachbarten 
Kugeln der vollständigen Lösung mit den Mittelpunkten P und P', so 
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schneiden sich diese nach dem Kreise vom Badius r, dessen Ebene in 
P auf der Fortschrittsrichtang PP' senkrecht steht und dessen Mittel- 
punkt der Punkt P ist. Dieser Kreis bildet eine Charakteristik der 
Differentialgleichung (11) und wir erkennen ^ daß die Gesamtheit der 
Charakteristiken dieser Differentialgleichung aus den oo' Kreisen vom 
Radius r besteht, deren Mittelpunkte auf der Fläche (7) liegen und 
deren Ebenen die Fl'ächennormalen ihrer Mittelpunkte enthalten. Die 
Charakteristiken bilden als Großkreise der Kugeln der betrachteten 
YoUständigen Lösung tatsächlich Krümmungslinien und geodätische 
Linien auf diesen und somit auf allen nicht- singulären Integralflächen 
der partiellen Differentialgleichung (11). Die Konstante r und die durch 
Gleichung (7) eingeführte Funktion Fy welche in der Differential- 
gleichung (11) wieder auftritt, konnten völlig willkürlich gewählt werden. 
Es ist also jetzt bewiesen, daß jede partielle Differentialgleichung vom 
Typus der Differentialgleichung (11), in der r eine beliebige Konstante 
und F eine beliebige Funktion bedeutet, als Charakteristiken oo^ kon- 
gruente Kreise hat, die auf allen nicht-singulären Integralflächen zugleich 
Krümmungslinien und geodätische Linien bUden. 

Ist eine partielle Differentialgleichung von dieser Form vorgegeben, 
so gestaltet sich ihre Integration äußerst einfach. Wir können näm- 
lich sofort ein vollständiges Integral angeben. Ein solches besteht aus 
den cx)« Kugehi, deren Radius die in der vorgelegten Differential- 
gleichung auftretende Konstante r und deren Mittelpunktsort die Fläche 
ist, deren Gleichung wir erhalten, indem wir statt dieser Konstanten r 
den Wert in die gegebene Differentialgleichung einsetzen. Wir sind 
also bei vorgegebener Differentialgleichung (11) imstande sofort die 
Gleichungen (6) und (7) anzuschreiben, welche ein vollständiges Integral 
definieren. Um ein beliebiges allgemeines Integral der vorgelegten 
Differentialgleichung (11) zu bestimmen, haben wir das Umhüllungs- 
gebilde irgend einer Schar von cx>^ Kugeln der gefundenen vollständigen 
Lösung zu ermitteln. Fordern wir eine beliebige zweite Relation 

(12) ß(X, YyZ)^0 

zwischen den Mittelpunktskoordinaten X, Y, Z, so greifen wir dadurch 
aus dem System der oo' Kugeln des vollständigen Integrales diejenigen 
oo^ Kugeln heraus, deren Mittelpunkte die durch (7) und (12) definierte 
beliebige Kurve der Fläche (7) erfüllen. Diese Kurve ist die Leitlinie 
der Röhrenfläche, welche diese oo^ Kugeln umhüUt und eine allgemeine 
Integralfläche der Differentialgleichung (11) bildet. Die Gleichung 
dieser allgemeinen Integralfläche erhalten wir, indem wir aus den Glei- 
chungen (7) und (12) etwa Y und Z durch X ausdrücken, die für Y 
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und Z erhaltenen Funktionen von X in Oleichung (6) einführen und 
schließlich aus dem Substitutionsresultate und der durch Differentiation 
nach X daraus hervorgehenden Gleichung die Gfroße X eliminieren. 
Natürlich ergibt sich die Gleichung dieser Röhrenfläche auch durch 

Elimination der fünf Größen X, F, Z, ^^, ^^ aus dem Systeme der 
sechs Gleichungen 

(a, _ X)«+ (y - r)» + (;er - Z)« + r« = 
(a;-X) + (y-r)J? + (.-Z)||-0 



(13) 



F(x, r, z) - 
G(x,r,z) = o 

dX'^ dTdX'^ dZdX"^ 
S G , dGdT , dGdZ^ _ (. 



dX ' dTdX ' dZdX 

Auch das singulare Integral einer Differentialgleichung von der 
Form (11) können wir sofort angeben. Dieses besteht offenbar aus 
den beiden Flächen^ die von den sämtlichen oo' Kugeln der betrachteten 
vollständigen Lösung umhüllt werden^ d. L aus den im Abstände r 
konstruierten Parallelflächen zum Mittelpunktsort (7) dieser Kugeln. 
Die Gleichung des singulären Integrales kann demnach in einfacher 
Weise aus der Gleichung (7) abgeleitet werden. Wie wir das singulare 
Integral aus der Fläche (7) erhalten, indem wir diese der Dilatation 
um die Strecke r unterwerfen^ so ergeben sich alle nicht- singulären 
Integralflächen aus den Punkten und Kurven dieser Fläche (7) durch 
dieselbe Dilatation. Sämtliche nicht -sii^ulären Integralflächen sind 
Röhrenflächen, da auch Kugeln als solche aufgefaßt werden können. 
Wir wollen unser Ergebnis kurz formulieren: 

Satz 5: y^ede partieUe Differentkdgleu^ung von der Form der 
Dt/ferentiaigleichung 

in der r eine Konstante und F eine bdidnge Funktion ihrer Argumente 
bedeutet, hat die Eigenschaft, daß ihre Charakteristiken jmgleich Krüm- 
mungslinien und geodätische Linien auf den Integralflächen hUden. Eine 
vollständige Lösung der Differentialgleichung (11) besteht aus den oo* 
Kugdn vom Badius r, deren Mittelpunkte die Fläche 

(7) Fix, r, Z) = 

erfüllen.^^ 



xnitkramm- 
lin. Char. 



32 § 4. Lösung des Problemes (2, 3). 

iun™d*^Si- ^^^ ^® Differentialgleichungen von der Form (11) werden wir noch 

Diffgi^^gt ^öi*®r 2u sprechen kommen; jetzt aber wollen wir zunächst zur Ent- 
«nchten Art wickclung ciues Verfahrens übergehen^ durch das wir, wie sich zeigen 
wird, alle partiellen Differentialgleichungen der in der Aufgabe ver- 
langten Art erhalten, deren Carakteristiken [kongruente, ebene] Kurven 
sind. Es sei eine beliebige Fläche durch die Gleichung 

(14) 0(X, Y,Z)-0 

gegeben. Durch die Flächennormale n eines bestimmten Flächen- 
punktes P(X, Ty Z) werde eine Ebene gelegt, in dieser Ebene irgend 
eine beliebige Kurve h konstruiert und die Ebene um n gedreht. Dann 
beschreibt h eine Rotationsfläche, deren Achse die Normale n ist und 
deren Meridiane mit der Kurve Ic kongruent sind. Die Oleichung dieser 
Rotationsfläche können wir in der Form 

(15) i/zä^V^— ,ä^\2 /ai&\2 

V \dx) "^ [Fy) + [dzj 

= ^{x - xy + (y ~ Y)« + (^ - z)T 

ansetzen, wobei wir unter X, !F, Z die Koordinaten des Punktes P 
verstehen. Denken wir uns diese Rotationsfläche in starrer Verbindung 
mit der Normale n, auf welcher der Punkt P fixiert sei, und führen 
wir dann die Normale n nacheinander derart in die Lage aller op* 
Flächennormalen über, daß der Pimkt P stets auf der Fläche bleibt, 
so nimmt die Rotationsfläche der Reihe nach die Lage aller cx>^ Rota- 
tionsflächen an, die durch die Gleichung (15) definiert werden, wenn 
wir darin für X, Y, Z alle oo^ mit der Gleichung (14) verträglichen 
Wertetripel setzen. Die durch die Gleichung (14) dargestellte Fläche 
möge als Basisfläche bezeichnet werden. [Wir könnten natürlich auch 
jede Parallelfläche zur Fläche (14) als Basisfläche ansprechen.] Die 
genannten oo^ Rotationsflächen bilden eine vollständige Lösimg einer 
gewissen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 

(16) Fix,y,e,p,q)^0. 

Um diese Differentialgleichung aufzustellen, haben wir die Glei- 
chung (15) total nach x bzw. nach y zu differentiieren und alsdann die 
drei (Jrößen X, F, Z aus den Gleichungen (14), (15) und den ent- 
stehenden Gleichungen 



<"> 1/©'+ frf)'+ (H)' 

- 2 STKü! - X)> + (y - r)' + (» - 2)1 [(« - X) + (» - ^)i.] 
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und 



^'''> vm^ §1)*+ (H)' 

ZU eliminieren *). Die sich durch diese Elimination ergebende Diffe- 
rentialgleichung (16) ist, wie immer die Basisfläche und die Meridian- 
kurve Je, analytisch gesprochen, die Funktionen und 7 gewählt sein 
mögen, eine Differentialgleichung der verlangten Art. Denn die Cha- 
rakteristiken, d. h. die cx>^ Meridiane der oo' kongruenten Rotations- 
flächen, sind unter allen Umständen [untereinander kongruent und] 
gleichzeitig Erümmungslinien und geodätische Linien auf allen nicht- 
singulären Integralflächen, weil sie als Meridiane auf den cx>* Rotations- 
flächen, also auf den Flächen einer vollständigen Lösung, zugleich 
Krümmungslinien und geodätische Linien bUden. 

Ein beliebiges allgemeines Litegral der Differentialgleichung (16), 
das — wie bewiesen — eine allgemeine Oesimsfiäche darstellt, erhalten 
wir durch Ermittelung des Umhüllungsgebildes einer beliebigen stetigen 
Schar von cx>^ Rotationsflächen des betrachteten vollständigen Litegrales. 
Die Schnittpunkte der Achsen solcher cx>^ Rotationsflächen mit der 
Basisfläche (14) erzeugen auf dieser eine beliebige Flächenkurve, die 
sich analytisch durch die Gleichung (14) und eine weitere Gleichung 

(19) w(x, r, Z) = 

darstellen läßt. Zu dieser Kurve sind die co^ von den Charakteristiken 
verschiedenen Krümmungslinien der entsprechenden allgemeinen Lite- 
gralfläche parallel, d. h. diese Krümmungslinien haben dieselben Nor- 
malebenen wie diese Kurve. Die Gleichung der in Rede stehenden 
allgemeinen Integralfläche erhalten wir, indem wir etwa die Größen 
Tj Z in Gleichung (15) mit Hilfe der Gleichungen (14) und (19) 
durch X ausdrücken und sodann aus der entstandenen Gleichung und 
der durch Differentiation nach X aus ihr hervorgehenden Gleichung 
die Größe X eliminieren. Wir können auch analog zu Werke gehen, 
wie wir dies [auf Seite 31] bei Behandlung der Differentialgleichungen 
von der Form (11) an zweiter Stelle getan haben. 

Unsere Betrachtungen lehren, daß alle partiellen Differential- 
gleichungen, welche bei willkürlicher Wahl der Funktionen und SF 
durch das entwickelte Verfahren geliefert werden, Gesimsflächen zu 
allgemeinen Litegralflächen haben, auf denen die Charakteristiken das 

*) ^' [ ] bedeutet die Ableit. d. Funktion ^ nach ihrem Gesamtargamente. 

S 
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System der kongruenten geodätischen Erümmungslinien bilden. Es ist 
aber auch klar, daß wir durch dieses Verfahren zu sämtlichen derartigen 
Differentialgleichungen gelangen, daß wir also, für O und 7 alle denk- 
baren Funktionen setzend, alle partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung erhalten, deren Charakteristiken Kurven sind, die auf den 
Integralfiächen zugleich Krümmungslinien und geodätische Linien 
baden. Wie wir gesehen haben, erfordert die Bestimmung jeder solchen 
Differentialgleichung nur Differentiationen und Eliminationen. Solange 
die Gleichungen der Basisfläche und der Rotationsflächen des voll- 
ständigen Integrales, von dem wir ausgehen, beide in allgemeiner Form 
vorliegen, ist die Durchführung dieser analytischen Prozesse natürlich 
unmöglich. In dem schon behandelten Falle der Differentialgleichungen 
von der Form (11) war nur die Gleichung der Rotationsflächen be- 
stimmt gewählt, die der Basisfläche aber in allgemeinster Weise voraus- 
gesetzt worden. Hier hatten sich alle erforderlichen Operationen voll- 
ständig vollziehen lassen. 
miS^^T ^^ noch eine weitere interessante Elasse von Differentialgleichungen 

Diffgin d. jgj. betrachteten Art zu ermitteln, wollen wir nunmehr die Basisfläche 

gesuchten ' 

^^- in einer bestimmten Weise, nämlich als beliebig gelegene Ebene, wählen, 
die Gleichung der oo^ Rotationsflächen dagegen in denkbar all- 
gemeinster Weise annehmen. Auch in diesem Falle lassen sich alle 
zur Aufstellung der gesuchten Differentialgleichung nötigen Operationen 
vollständig durchführen. Hat die Basisebeue die Gleichung 

(20) aX+bT+ cZ + d^O, 
dann stellt die Gleichung 

(21) (x - Z)*+ (y- r)«+ (z - Zy^fiax + hy + c^ + d), 

wofern wir imter x, y, z laufende Koordinaten und unter X, F, Z die 
Koordinaten der Punkte der Basisebene verstehen, oo^ kongruente und 
in bezug auf die Basisebene gleich orientierte Rotationsflächen dar. 
Um die partielle Differentialgleichung erster Ordnung herzuleiten, welche 
diese cx>' Rotationsflächen als vollständige Lösung besitzt, bilden wir 
die Gleichungen*) 

(22) 2{x - Z) + 2{z — Z)p - (a + cp) f\ax + hy + ce + ä), 

(23) 2(t/ - Y) + 2(^ - Z)ci = (6 + cq) f{ax + hy + cz + d), 

die aus der Gleichung (21) durch totale Differentiation nach x bzw. 
nach y hervorgehen. Die in Rede stehende partielle Differentialgleichung 
erhalten wir, wenn wir die drei Größen X, Y, Z aus den vier Glei- 



•) f (ax + &y + cjEf + d) « '-^, — T,^ T ^T-^ 
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chnngen (20)^ (21)^ (22)^ (23) eliminiereiL um diese Elimination in 
übersichtlicher Weise yoUziehen zu können^ schreiben wir die Glei- 
chung (20) in der Form 

(2O0 a(x — X) + h(if--T) + c(a-Z)'^ax + by + cjs + d. 

Durch geeignete Verbindung der Gleichungen (22), (23), (20) ergibt 
sich alsdiinn unmittelbar die Gleichung 

2(ap + bq-c)(c^Z)^ 

^ [a(a + cp) + bQ)+cq)]f(ax+by + C0+d)-'2{ax+by+cg+d). 

Setzen wir jetzt zur Abkürzung 

(25) ax + by + CZ + d=^t, 

so folgt aus Gleichung (24) sofort 

(24) ^-Z _____ ^ 

sodaß wir mit Hilfe der Gleichungen (22), (23) und (24') ohne weiteres 
erhalten: 



(26) 



r-r T " rfy\ (a'+6'+c')r(£)-8£ 

y -t— 2/W 2(op + 6j — c) *' 

{« ^ 2'W-r 2(oj) + 64 — c) 



Die gesuchte partielle Differentialgleichung ei^bt sich durch Sub- 
stitution der für x — X, y — Y, z — Z gefundenen Ausdrücke in die 
Gleichung (21) daher in der Gestalt 

oder 

/070. p'+g'+i ^m + («'+ ft'+ or (g) - Hf{t) 

Wir wollen nun eine beliebige allgemeine Integralfläche der Diffe- 
rentialgleichung (27') betrachten. Eine solche erhalten wir, wenn wir 
in der Basisebene (20) eine beliebige Kurre c konstruieren und das 
ümhüllungsgebilde derjenigen oo^ Rotationsflächen (21) ermitteln, deren 
Achsen die Basisebene längs c schneiden. Die entstehende allgemeine 
Integralfläche stellt eine Monge 'sehe Gesimsfläche im engeren Sinne 
(surface moulure) dar (cf. Darboux «Th^or. d. Surf.» L Bd. Art. 86, 
pag. 104). Denn sie wird offenbar von einer ihrer Charakteristiken er- 
zeugt, wenn deren Ebene von einem gewissen Zylinder abrollt ohne 

8* 
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zu gleiten. Die Mantellinien dieses Zylinders stehen auf der Basisebene 
senkrecht und schneiden diese nach der Eyolute e der Kurve c. 

Die vorstehenden Überlegungen sind von der Lage der Basisebene 
zum Koordinatensystem und von der Natur der Meridiankurve der ge- 
nannten Rotationsflächen völlig unabhängig. Daher hat jede Differential- 
gleichung von der Form 

(^r'\ JP*+ g'+ ^ _ 

^ ^ (ajp + 6g — c)» 

in der a, &; c^ d irgendwelche Konstanten und f eine beliebige Funktion 
bezeichnen, die Eigenschaften, daß ihre Charakteristiken zugleich Krüm- 
mungslinien und geodätische Linien auf den Litagralflächen bilden und 
daß ihre allgemeinen Litegralfiächen Monge'sche Gesimsflächen (im 
engeren Sinne) sind. Andererseits kann, wie leicht ersichtlich, jede 
partielle Differentialgleichung erster Ordnung, welche diese Eigenschaften 
besitzt, in der Form (27") geschrieben werden. 

Ist eine Differentialgleichung von dieser Oestalt vorgelegt, so 
können wir die Gleichungen (20) und (21), die ein aus kongruenten 
Rotationsflächen bestehendes vollständiges Integral bestimmen, unmittel- 
bar aufstellen. 

Jede Differentialgleichung vom Typus (27") kann in der Form 

(28) J'[aa; + 6y + c. + .?, ^|!±|^tL,] = 

dargestellt werden, wenn F eine beliebige Funktion ihrer Argumente 
bedeutet. Da wir uns aber auch umgekehrt jede Differentialgleichung vom 
Typus (28) [auf unendlich viele Weisen] in der Form (27") geschrieben 
denken können*), so zeigt sich, daß die Gesamtheit der durch die Diffe- 

*) Jede Differentialgleichung vom Typus (28) können wir uns zunächst auf 
die Form 

<''') i^fpXti\ ° y(a» + 6y + c. + d) 

gebracht denken. Um die Differentialgleichung (280 i^ ^^^ Gestalt (27'") schreiben 
zu können, gilt es die Funktion f{p,x + ^2/ + <?^ + ^ aus der Differentialgleichung 
1. 0. 2. Gr. 

[(a*-j-&»+c«)r(aa;+6y+c;»+<i) — 2(aa;+&2/ + cxf+d)]« 
(^^^ =9(aic + 2>2^ + car + d) 

zu ermitteln. Es gibt unendlich viele Funktionen f{ax -|~ ^2^ -|~ <'^ 4- ^ t welche diese 
Differentialgleichung identisch erfüllen. Jede solche Fimktion f{p,x-\''by '\-cz-\'d) 
liefert eine Differentialgleichung (27'') imd damit sofort ein aus oo' kongtuenten 
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renidalgleichung (28) bestimmten Differentialgleichungen mit der durch 
die Differentialgleichung (27") definierten identisch ist. Aus unseren 
Slntwickelungen folgt der 

Satz 6: „Jede partieUe Differentialgleichung erster Ordnung von 
der Form 

(28) F[ax + hy + cz + d, J*+i[t\y] ' 0, 

worin F eine idiehige Funktion ihrer Argumente u/nd a, 6, c, d irgend- 
tvdche Konstanten iesseichneny ist eine Differentidlgleichungy deren Charak- 
teristiken zugleich Krümmungslinien und geodätische Linien auf den Integral- 
flachen bilden tmd deren allgemeine Integralflächen Monge'sche Gesims- 
flächen (im engeren Sinne) sind. Umgekehrt ist jede Differentialgleichung^ 
wdche diese Eigenschaften hesitzt, in der Form (28) enthalten.^^ 

Nach unseren Überlegungen, [cf. Seite 36: Anmerkung] gestaltet 
sich die Integration einer Differentialgleichung vom Typus (28) äußerst 
einfach; falls die besprochenen Rechnungen praktisch durchführbar sind* 

Wir wollen nun dazu übergehen, die analytische Form aller par- ]^J^^ 
tiellen Differentialgleichungen der in unserer Aufgabe gesuchten Kate- ^^JJ^^ 
gorie zu untersuchen, deren Charakteristiken krummlinig sind. 

sei die allgemeinste derartige Differentialgleichung. Liegt eine beliebige 
partielle Differentialgleichung erster Ordnung vor, deren Charakteristiken 
auf den Integralflächen Erümmungslinien sind und konstruieren wir die 
Normalen der Flächenelemente längs ihrer oo^ charakteristischen Streifen, 
so erhalten wir [im allgemeinen]*) oo* Developpabelen. Die oo* Ghrat- 
linien dieser oo^ abwickelbaren Flächen sind die Charakteristiken einer 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung und bilden geodätische 
Linien auf deren Integralflächen, den Zentraflächen der einen Art**) 
der Integralflächen der Ausgangsgleichung (cf. § 3 des 14. Kap., pag. 666 
u. 667). Hieraus folgt, daß die oo' Evoluten l der oo^ Charakteristiken k 
unserer Differentialgleichung ^ <= die Charakteristiken einer partiellen 

Botationsflächen bestehendes toU ständiges Integral der Differentialgleichnng (28). 
unsere Betrachtnngen auf Seite 28 u. S2 lehren, daß die Botationsflächen all dieser 
vollständigen Integrale dieselbe Meridiankarve besitzen. Dreht man eine Meridian- 
knrve einer beliebigen Botationsfläche irgendeines solchen yollstöndigen Integrales 
um eine zur Achse der Botationsfläche parallele, in der Ebene der Meridiankurre 
gelegene Gerade, so entsteht eine neae Botationsfläche, welche dieselbe Meridian- 
kurve besitzt nnd einem anderen dieser vollständigen Integrale angehört [cf. 
Seite 34 u. 86]. 

•) Cf. § 6 Seite 46. 

**) Nämlich der Art, die zu dem aus Charakteristiken bestehenden System 
von Krümmnngslinien der Integralflächen gehört. 
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Differentialgleicliung G{Xy y^ Zy p^q) ^0 sind, auf deren Integralflachen 
sie geodätische Linien bilden. Da die Kurven l zudem eben sind, bilden 
sie nach dem zweiten der zitierten Sätze auch Krümmungslinien auf 
den Integralflächen von G^ — 0. Die Differentialgleichung 6r =« ist 
demnach von derselben Art wie die Differentialgleichung F ^0^ ein 
Ergebnis, das wir auf Orund früherer Untersuchungen auch leicht direkt 
hätten einsehen können. Wie nun die Differentialgleichung 6r » die 
Zentraflächen der einen Art der Integralflächen von 2^ » zu Integral- 
flächen hat, so können wir auch die Integralflächen der Differential- 
gleichung 2^ = als Zentraflächen derselben Art einer partiellen Diffe- 
rentialgleichung jE/(a;, ^, jer^jp, g) » auffassen, welche zur nämlichen 
Kategorie gehört wie die Differentialgleichungen JP =- und G =- 0. 
Hieraus folgt aber sofort, daß die Differentialgleichung ^ = von 
der Form 

(30) {pH,+ qH^- E,)' - (HJ + E^ + E,^ _ 1) (|,» + g« + 1) = 

ist, wobei H eine beliebige Funktion von Xy y, e bedeutet Denn diese 
Form umfaßt alle partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, 
deren Integralflächen die Zentraflächen der einen Art^) der Integral- 
flächen einer Differentialgleichung sind, deren Charakteristiken £[rüm- 
mungslinien auf den Integralflächen bilden (cf. § 3 des 14. Kap., pag. 671: 
Theor. 27 und folgender Absatz, sowie pag. 667: Satz 8). Alle in der 
Form (30) enthaltenen Differentialgleichungen haben die Eigenschaft, 
daß ihre Charakteristiken geodätische Linien auf den Integralflächen 
sind (cf. pag. 671). Da die Charakteristiken einer partiellen Differential- 
gleichung F(Xyyy0,p,q) =*0 aber dann und nur dann Krümmungs- 
linien auf ihren Integralflächen bilden, wenn die Funktion F so be- 
schaffen ist, daß die Gleichung 

(31) [F,+piF^ + F^q)] [F^+ F,q] = [F^+ q{F^p + F^q)] [F,+ Fji] 

infolge von ^ =» oder identisch besteht (cf. § 2 des 14. Kap., pag. 657), 
so ergibt sich aus unseren Betrachtungen der 

Satz 7 : „Alle partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung ^ deren 
Charakteristiken krummlinig sind und auf den Integralflächen zugleich 
Krümmungslinien und geodätische Linien bilden^ sind von der Form der 
Differentialgleichung 
(30) F{XyyyZyPyq) 

^ (pH,+ qH^^H,y^{HJ+H/+H,'-- l)(j?'+q'+ 1) - 0, 

in der H eine Funktion von x, y, z bedeutet; und zwar haben von den 



^ Nämlich der Art, die zu dem aus Charakteristiken bestehenden System 
von Erümmnngslinien der Integralflächen gehört. 
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in dieser Form enthaltenen IHfferentialgleichungen diejenigen mid nur die- 
jenigen die genannten Eigenschaften, hei denen die Bedingung (31) er- 
füllt ist.*' 

Nach unseren Überlegungen [auf Seite 28] ist klar, daß keine 
dieser Differentialgleichungen die infinitesimale Dilatation gestattet^ daß 
aber jede yon ihnen durch eine beliebige Dilatation in eine Differential- 
gleichung derselben Art übergeführt wird. 

Zum Schlüsse wollen wir noch einen wesentlichen Unterschied 
hervorheben, der zwischen den Differentialgleichungen von der Form (11) 
und den übrigen der in Rede stehenden Differentialgleichungen besteht. 
Sämtliche Differentialgleichungen der * betrachteten Art können wir aus 
gewissen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, deren Cha- 
rakteristiken Haupttangentenkurven auf den Integralflächen sind, dadurch 
erzeugen, daß wir auf diese Differentialgleichungen die in Lies „Geom. 
d. Ber.transf.^^ im 10. Kap. behandelte Transformation ausüben, bei 
welcher den Haupttangentenkurven einer Fläche die Erümmungslinien 
der transformierten Fläche [und umgekehrt] entsprechen (cf. § 4 des 
10. Kap., pag. 466 und § 2 des 14. Kap., pag. 649). Die Differential- 
gleichungen vom Typus (11) besitzen eine vollständige Lösung, die 
aus oo^ Kugeln besteht, während dies bei den übrigen Differential- 
gleichungen der behandelten Art nicht der Fall ist. Daraus schließen 
wir, daß jede partielle Differentialgleichung von der Form (11) bei der 
genannten Berührungstransformation aus einer linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung hervorgeht, deren Charakteristiken ein 
Strahlensystem bilden*), jede der übrigen dagegen aus einer nicht- 
linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, die einem nicht- 
linearen Linienkomplexe zugehört (cf. § 2 des 14. Kap., pag. 656). 

§ 5. Iiösung des Froblemes (2,4). 

jjGesucht sind alle partidlen IHfferentialgleichungen erster 
Ordnung F{Xy y, z, p, q) = 0, deren Charakteristiken auf den 
Integralflächen Krümmungslinien bilden und deren Integralflächen 
0u Normalen lauter Geraden eines Linienkomplexes haben,^^ 

Aus Gründen, die an späterer Stelle zutage treten werden, erscheint ^^g**^ 
es zweckmäßig zunächst alle linearen partiellen Differentialgleichungen jj^^d 



*) Beispiel: Bei der inversen Berührungstransformation (cf. § 4 des 10. Eap.^ 
pag. 468) geht die Differentialgleichimg 

über in 

[«p + (y + 1) 2 - ä] [ici> H- (y — 1) 3[ + «] = . 



gesachten 
Art. 
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der in unserer Aufgabe yerlangten Kategorie zu ermitteln. Ist eine 
partielle Differentialgleichung, deren Integralflächen lauter Geraden 
eines Linienkomplexes zu Normalen haben, linear, dann ist auch der 
Komplex der Normalen linear [cf. Seite 2]. Es sei nun 3^== die all- 
gemeinste lineare partielle Differentialgleichung der in unserer Aufgabe 
gesuchten Art. Das Nullsystem, dem die Normalen ihrer Integral- 
flächen angehören, sei mit N bezeichnet. Wir fassen jetzt irgend einen 
Punkt P einer beliebigen Integralfläche J dieser Differentialgleichung 
ins Auge und konstruieren im Punkte P die Nullebene E, welche ihm 
durch das Nullsystem N zugewiesen wird, sowie die Tangente t^ der 
durch P gehenden Charakteristik. Die Tangente ^ ist die eine Haupi- 
krümmungstangente der Integralfläche J im Punkte P. Die Nullebene JS 
schneidet die in P an eT gelegte Tangentenebene nach der Tangente t^ 
der Kurve des NuUsystemes, die durch P geht und auf J verläuft. 
Da nun t^ auf der Nullebene E senkrecht steht [cf. Seite 2], bilden t^ 
und t^ einen rechten Winkel miteinander, t^ ist demnach die andere 
Hauptkrümmungstangente der Integralfläche J im Punkte P. Das eine 
System von Kxümmungslinien der Integralfläche J, das wir als das 
erste bezeichnen woUen, wird von den oo' die Fläche erzeugenden 
Charakteristiken gebildet. Aus der vorstehenden Betrachtung folgt nun, 
daß das zweite System von Krümmungslinien aus den oo^ auf der 
Fläche J verlaufenden Kurven des NuUsystemes N besteht. Diese 
Kurven sind aber geodätische Linien der Integralfläche X Denn in 
jedem Punkte P einer solchen Kurve steht deren Schmiegungsebene, 
die ja mit der zu diesem Punkt gehörigen Nullebene E identisch ist 
(cf. § 4 des 6. Kap., pag. 231), auf der Tangentenebene der Integral- 
fläche J senkrecht. Da jede geodätische Ejrümmungslinie einer Fläche 
eine ebene Kurve ist [cf. Seite 25], so ergibt sich mithin, daß das zweite 
System von Krümmungslinien der Integralfläche J von ebenen Kurven 
gebildet wird. Die Krümmungslinien des ersten Systemes, d. h. die oo^ 
auf der Fläche verlaufenden Charakteristiken sind Orthogonaltrajektorien 
der oo^ Ebenen der Krümmungslinien des zweiten Systemes. 

[Dieses Ergebnis scheint inhaltslos zu werden, wenn das zweite 
System von Krümmungslinien insbesondere aus lauter Geraden besteht, 
wenn die Integralfläche J also eine dem Nullsystem N angehörige 
Begelfläche ist. Da die geradlinigen Erzeugenden einer Regelfläche 
aber nur dann Ejrümmungslinien auf dieser bilden, wenn sie Minimal- 
geraden sind, oder wenn die Regelfläche abwickelbar ist, die erste 
Möglichkeit hier jedoch offenbar nicht vorliegen kann, so ist die Inte- 
gralfläche J alsdann eine Developpabele; längs jeder geradlinigen Er- 
zeugenden steht also eine und dieselbe Ebene auf der Integralfläche 
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Benkrecht. Um unserer Betrachtung auch in diesem Falle Gültigkeit 
zu verschaffen brauchen wir nur die oo^ Ebenen^ welche die Integral- 
fläche längs der (X>^ auf ihr gelegenen Geraden des Nullsystemes N 
senkrecht schneiden^ als die Ebenen der Ejrümmungslinien des zweiten 
Systemes anzusehen. Diese Bemerkung wird erst später ins rechte 
Licht treten.] 

Die Charakteristiken einer linearen partiellen Differentialgleichung 
bilden (nach Satz 7 in § 2 des 14. Eap.^ pag. 665) nur dann Ejrüm- 
mungslinien auf den Integralflächen^ wenn sie entweder oo' Minimal- 
geraden oder die oo* Orthogonalkuryen einer Schar von <x>^ Kugeln 
sind. Da die erste Möglichkeit hier ausgeschlossen ist [cf. Seite 55], 
so führt dieser Satz unter Berücksichtigung unseres Ergebnisses sofort 
zu der Erkenntnis, daß die Charakteristiken einer linearen partiellen 
Differentialgleichung der gesuchten Art aus den oo' Orthogonaltrajek- 
torien einer Schar von oo^ Ebenen bestehen. Jede dieser Ebenen wird 
in jedem ihrer Punkte von einer Charakteristik senkrecht durchsetzt, 
enthalt demnach, als NuUebene des Normalenkomplexes N aufgefaßt, 
cx)' Nullpunkte und oo^ NuUgeraden. In einer Ebene können aber 
nur dann oo^ NuUgeraden eines NuUsystemes liegen, wenn dieses ein 
spezielles ist (cf. § 3 des 6. Kap., pag. 218). Damit haben wir erkannt, 
daß es partielle Differentialgleichungen der verlangten Kategorie, deren 
Integralflächen zu Normalen lauter Geraden eines nicht-speziellen 
NuUsystemes haben, nicht gibt. 

Wohl aber hat jede partieUe Differentialgleichung, deren Integral- 
flächen lauter Geraden eines beUebigen speziellen NuUsystemes zu 
Normalen haben, auch die Eigenschaft, daß ihre Charakteristiken auf 
den Integralflächen ErümmungsUnien sind, ist also eine Differential- 
gleichung der verlangten Art. Das woUen wir nunmehr zeigen. Liegt 
ein spezieUes NuUsystem vor, so enthalten die oo^ Ebenen, deren Ortho- 
gonalkurven die Charakteristiken sind, sämtlich eine bestimmte Gerade g, 
die Achse des speziellen NuUsystemes, und es gUt zwei FäUe zu unter- 
scheiden, je nachdem diese Gerade g im Endlichen oder im ünendUchen 
gelegen ist. 

Wir betrachten zunächst den ersten Fall. Hier sind die Charak- i>- -^<*«« *• 

•poE. Nnll- 

teristiken (als Orthogonaltrajektorien der Ebenen des Büschels mit dem >7«*- ^egt 
Träger g) offenbar die <x>^ Kreise, deren Mittelpunkte auf g liegen und 
und deren Ebenen auf g senkrecht stehen. 

Eine beUebige aUgemeine Integralfläche ist daher eine Rotations- 
fläche mit der Achse g. Die oo^ auf der Fläche verlaufenden Cha- 
rakteristiken bUden als ParaUelkreise tatsächUch ein System von 
Krümmungslinien. Das zweite System von Krümmungslinien besteht 
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aus den oo^ Meridianen der Rotationsfläche, die, wie erforderlich, 
geodätisch verlaufen und Kurven des speziellen Nullsystemes sind, 
um zur analytischen Form der allgemeinsten hierher gehörigen partiellen 
Differentialgleichung zu gelangen haben wir offenbar nur zum Aus- 
drucke zu bringen, daß die Normale 

X^x + 6p 

(1) T=^y+6q*) 

jedes beliebigen Flächenelementes (x, y^ e, p, q) der durch die partielle 
Differentialgleichung zu definierenden Schar eine bestimmte Gerade g 
schneidet. Setzen wir die Gleichungen dieser Geraden in der Form 

IX =» a -[- ra 
Z— c + tß 

an, so ergibt sich daher die gesuchte partielle Differentialgleichung 
durch Elimination von 6 und r aus dem Gleichungensysteme 

X + 6 p ^ a+ ra 

(3) y + 6 q ^b + tß 

\ z + 6 (—1) r^c + ty 
in der Gestalt 

p X — a a 

(4) q y^b ß =0. 

— 1 sf — c y 

Das spezielle Nullsystem, dem die Normalen ihrer Integralflächen an- 
gehören, hat folglich die Gleichung 

dx X —' a a 

(5) dy y-b ß ^0. 

dz z ■— c y 

Hiermit sind wir zur allgemeinsten Pfaff'schen Gleichung gelangt, 
die ein spezielles Nullsystem darstellt. In extenso lautet sie 

a{ydz — zdy) + ß{zdx — xdz) + y(xdy — ydx) 

+ (yb — ßc)dx + (ac •— ya)dy + {ßa — ab)dz = 

oder in anderer Schreibweise 

(5") a(ifdZ'-zdy)+ß(zdX'-xdz)+y(xdy'-ydx)+8dx+sdy+tdz^0, 

wobei 



(PI 



*) Xj Y^ Z sind laufende Koordinaten. 
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(6) ac — ya^ s 

/Ja — a6=-g 

gesetzt sind, sodaß also zwischen den Eonstanten a, ß, y, d, s, ^ die 
identische Relation 

(7) ad + ße + yt^O 

besteht. Die allgemeinste partielle Differentialgleichung der in Bede 
stehenden Art kann dementsprechend in der Form 

(8) (ß0 ^yy + d)p + {yx-az + e) g - (ay - /Ja: + g) = 

geschrieben werden, worin die Eonstanten an die Relation (7) gebunden 
sind. Ist eine partielle Differentialgleichung von diesem Typus vor- 
gelegt, so können die Richtungsgrößen a: ß :y der Achse des Null- 
systemes, dem die Normalen der Integralflächen angehören , sofort ab- 
gelesen werden. Stellen wir femer die Gleichungen (6) aui^ die sich 
vermöge der Relation (7) auf nur zwei unabhängige reduzieren, und 
berechnen daraus irgend ein Lösungensystem a, b, c^ so sind wir im- 
stande die Gleichungen (2) der eindeutig bestimmten Achse dieses 
speziellen Nullsystemes sofort anzuschreiben. Eine vollständige Lösung 
der partiellen Differentialgleichung (8) besteht aus den oo' Engeln, 
deren Mittelpunkte auf der Geraden (2) liegen und die durch die 
Gleichung 

(9) [x-(a + r a)f+ [tf - {i + rß)]'+ [e -{c + ty)]'- p»» 

dargestellt werden, worin t und q als variabele Parameter anzusehen 
sind. Dies ist geometrisch klar und geht analytisch aus der Tatsache 
hervor, daß wir die partielle Differentialgleichung (8) auch dadurch 
herleiten können, daß wir die Größe r aus den beiden Gleichungen 

oder 

X— a + (js — c)p — t(a + yp) = 

y — b + (js -- c)q — t{ß + yq) =- 

eliminieren, die wir durch totale Differentiation der Gleichung (9) nach 
X bzw. nach y erhalten und die von q frei sind. Es ergibt sich zu- 
nächst die Gleichung 

(11) [a;~a + (^~c>](/J + yg)-|>-6 + (j9~c)2](« + yi>)-0' 

oder 

{ß^ -yy + yb'- ßc)p + (yx - «j? + ac — ya)q 

^ ^ '-{ay^ßx + ßa- ab) « 
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und hieraus nnter Berücksichtigong der Gleichungen (6) die partielle 
Differentialgleichung (8). 

Eine beliebige allgemeine Integralfläche dieser Differentialgleichung, 
die eine Rotationsfläche mit der Achse (2) darstellt, erhalten wir, indem 
wir zwischen den yariabelen Parametern r, q irgend eine Beziehung 

(12) p = f{t) 

festsetzen, was auf die Wahl einer bestimmten Meridiankurve hinaus- 
kommt, und alsdann aus der sich aus (9) ergebenden Gleichung 

(9') lx-(a + T«)]« +[ff-(b + tßyy +lz-ic + tY)y-r(r) - 0, 

sowie aus der durch Derivation nach r aus (9') hervorgehenden Gleichung 

(13) a[x^(a+ta)]+ß[y^{b+tß)]+y[e^(c+ry)]+f{t)f\t) « 

die Große r eliminieren. 
^M^^'Snu- ^^ schreiten nunmehr zur Behandlung des zweiten Falles, in 

ii^^unenS. welchem die Achse des vorgelegten speziellen Nullsystemes, dem die 
Normalen der Integralflächen der gesuchten Differentialgleichung an- 
gehören, in der unendlich fernen Ebene liegt. In diesem Spezialfälle 
des behandelten Falles haben die oo^ Ebenen, deren Orthogonalkurven 
die Charakteristiken sind, alle dieselbe Stellung. Die Charakteristiken 
arten hier demnach in zueinander parallele Geraden aus und bilden 
tatsächlich Erümmungslinien auf den sie enthaltenden Integralflächen, 
da diese folglich Zylinder sind. Die allgemeinste Pf äff sehe Gleichung 
eines speziellen Nullsystemes mit unendlich ferner Achse lautet 

(15) adoo + hdy + cdz = 0. 
Die partielle Differentialgleichung 

(16) ap + ^2 — - c — 

ist daher die allgemeinste partielle Differentialgleichung, deren Inte- 
gralflächen zu Normalen lauter Geraden eines speziellen Nullsystemes 
mit unendlich femer Achse haben. Ihre Charakteristiken sind, wie be- 
wiesen, Krümmungslinien auf den Integralflächen. 

Die sämtlichen im ersten und zweiten Falle besprochenen Diffe- 
rentialgleichungen werden uns bei Behandlung der Aufgabe (4,6) 
wieder begegnen. Aus unseren Entwicklungen folgt der 

Satz 8: ^yDie einzigen linearen partidlen Differentialgleichtmgen 
erster Ordntmgy deren Chardkteristilcen Krümmungslinien auf den Inte- 
gral flächen büden und deren Integralflächen zu Normalen lauter Geraden 
eines Linienkomplexes haben, sind diejenigen partiellen DifferenHalgld' 
cJmngen vom Typm 

(8) ißz ^yy + d)p + (yx-az + e)q'^ (ay - ßx +t)^0, 
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sswischen deren Konstanten a, ß, y, ä, €, g die Identität 

<7) ad + ßa + yt^O 

hestekt. Es sind dies alle partiellen Differentialgleichungen^ deren Inte- 
gralflächen latUer Geraden eines speziellen Nullsystemes ßu Normalen 
hal>en. Die Charakteristiken einer derartigen partiellen Differentialgleichung 
sind die oo* Kreise, deren Mitten auf der Achse des speziellen Null- 
systemes der Normalen liegen und deren Ebenen auf dieser senkrecht 
stehen. Die Integralflächen sind die Botationsflächen mit dieser Geraden 
als Botationsachse. Die Pf äff sehe Gleichung des in Bede stehenden 
spezidien Nullsystemes geht aus der partidlen Differentialgleichung durch 

die Substitution 

/Hi-,\ ^^ dy 

(17) p — irz> ^ = -Tz 

hervor. In dem besonderen Falle, wo « = /3 =»;/—. ist, liegt die Achse 
des speziellen Nullsystemes im Unendlichen^ die Charakteristiken arten in 
parallele Geraden und die Integralflächen in parallele Zylinder ausJ^ 

Wir wenden uns jetzt dem zweiten Teile der Aufgabe zu, fragen ^JJJ?^ 
also nach allen nicht-linearen partiellen Differentialgleichungen erster ^^^[l^i. 
Ordnung; welche die beiden verlangten Eigenschaften besitzen. Der ««■j^*®'^ 
LinienkompleX; dem die Normalen der Integralflächen einer derartigen 
Differentialgleichung angehören^ ist ein nicht-linearer [cf. Seite 2]. 

Es sei nun eine beliebige Integralfläche J einer solchen partiellen 
Differentialgleichung gegeben. Konstruieren wir die cx)^ Flächennor- 
malen längs einer auf der Fläche gelegenen Charakteristik, so erzeugen 
diese eine abwickelbare Fläche, da die Charakteristik eine Krümmungs- 
linie der Integralfläche bildet. Wir sehen nun ohne große Mühe ein, 
daß diese Developpabele eine eigentliche Bückkehrkante nicht besitzen 
kann. Hätte sie nämlich eine solche, dann würde diese auf dem einen 
Mantel F der Zentrafläche der betrachteten Integralfläche liegen und 
auf diesem geodätisch verlaufen. Nach Satz 8 in § 3 des 14. Kap. 
(Lie, „Geom. d. Ber.tr.^', pag. 667) wäre sie aber auch Charakteristik einer 
gewissen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, welche diesen 
Zentraflächenmantel F zur Integralfläche hat. Weiterhin wäre sie, da 
die Normalen der Integralfläche J einem nicht-linearen Komplexe an- 
gehören sollen, auch Komplexkurve dieses Linienkomplexes. Nun 
bilden die Charakteristiken einer partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung aber stets Haupttangentenkurven auf den Integralflächen, wenn 
sie Komplexkurven eines nicht-linearen Linienkomplexes sind. (cf. Satz 26 
in § 5 des 7. Kap., pag. 308). Die ßückkehrkurve unserer Developpabelen 
wäre sonach gleichzeitig geodätische Linie und Haupttangentenkurve 
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auf der Fläche jP^ also^ da jede geodätische Haupttangentenkurve einer 
Flache geradlinig ist; eine gerade Linie^ was unmöglich ist. 

Aus dieser Überlegung folgt^ daß die Von den Normalen der 
Flächenelemente längs der charakteristischen Streifen einer partiellen 
Differentialgleichung der gesuchten Art erzeugten Developpabelen keine 
abwickelbaren Flächen mit eigentlicher Gratlinie^ sondern allenfalls nur 
Eegel; Zylinder und Ebenen sein können. Wir woUen der Reihe nach 
jede dieser Möglichkeiten untergehen. 

Erzeugen die Normalen der Elemente längs der charakteristischen 
Streifen Kegel, dann arten die Zentraflächen der einen Art der Inte- 
gralfiächen in Kurven (oder Punkte) aus. Die Integralflächen sind in 
diesem Falle mithin Kanalflächen (oder Kugeln). Da auch Kugeln als 
Kanalflächen angesehen werden können^ liegt hier also die Frage nach 
aUen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung vor, deren Lite- 
gralflächen Kanalflächen sind und zu Normalen lauter Geraden eines 
nicht-linearen Komplexes haben. Zu allen derartigen partiellen Diffe- 
rentialgleichungen gelangen wir, wie wir unten beweisen werden, durch 
das folgende Verfahren: 

Wir definieren uns durch die Gleichungen 

X=<p(x) 

(18) , r=^(T) 

irgendeine Kurve (im . eigentlichen Sinne) Je. (Die Funktionen g), ^, x 
unterliegen dabei nur der einen Bedingung, daß sie in r oder einer 
und derselben Funktion von r nicht sämtlich linear sein dürfen.) 
Dann stellt die Gleichung 

(19) [a;-9,(r)P+[y-V(T)P+[;?-z(T)P-p«-0 

bei variabelen Parametern r und q die oo^ Kugeln dar^ deren Mittel- 
punkte auf 1c liegen. Die partielle Differentialgleichung erster Ordnung 

(20) F(x, 3/, z, p, q) « 0, 

welche dieses Kegelsystem als vollsi^ndige Lösung besitzt, erhalten wir^ 
wenn wir die Gleichung (19) einmal total nach x, ein anderesmal total 
nach y differentiieren und aus den entstehenden Gleichungen 

m>> I [a^-<pW] + [«-z(r)]i> = 

^ ^ l[y-^(r)] + [^-z(r)]« = o 

den allein noch auftretenden Parameter r eliminieren. Die Gleichungen (21) 
geben der Tatsache Ausdruck, daß die Normale 
/'9n x-^X y-^ Y z — Z 
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eines beliebigen Flächenelementes (Xy y, Zy Pj q) der gesuchten partiellen 
Differentialgleichung die Eurre Tc schneidet; sie können bei voi^egebener 
Kurve h natürlich unmittelbar angeschrieben und zur Aufstellung der 
Differentialgleichung (20) benutzt werden. Die Herleitung dieser Diffe- 
rentialgleichung erfordert also nur eine Elimination. Eine allgemeine 
Integralfiäche dieser partiellen Differentialgleichung stellt als üm- 
hüllungsgebilde einer stetigen Schar von oo^ Kugeln des Systemes (19) 
eine Kanalfläche dar^ deren einer Zentraflächenmantel in die Kurve Tc 
ausartet. Die Charakteristiken der Differentialgleichung (20) sind die 
Kreise^ längs welcher die allgemeinen Integralflächen von Kugeln des 
Systemes (19) berührt werden^ bild^en also tatsächlich Krümmungs- 
linien auf den Integralflächen. Die Normalen der Integralflächen ge- 
hören sämtlich einem nicht-linearen Linienkomplexe an^ luLmlich dem 
Komplexe der oo' Treffgeraden der Kurve Tc. Die Monge'sche Glei- 
chung dieses Komplexes geht durch die Substitution (17) aus der Diffe- 
rentialgleichung (20); oder durch Elimination von x aus den Gleichungen 

^ ^ dx '^ dy dz 

hervor. 

Unsere Ausführungen lehren, daß die durch das entwickelte Ver- 
fahren gelieferten partiellen Differentialgleichungen die gewünschten 
Eigenschaften in der Tat besitzen. Wir wollen nim weiterhin zeigen, 
daß die so erhaltenen Differentialgleichungen aber auch die einzigen 
nicht-linearen Differentialgleichungen der in unserer Aufgabe gesuchten 
Kategorie darstellen, deren charakteristische Streifen so beschaffen sind, 
daß die Normalen ihrer Flächenelemente Kegel erzeugen, deren Inte- 
gralflächen also Kanalflächen bilden. Sind nämlich, wie in unserem 
Falle, die Charakteristiken einer partiellen Differentialgleichung Krüm- 
mungslinien auf den Integralflächen, dann sind (nach Theor. 26 in § 2 
des 14. Kap., pag. 657) nur zwei Fälle denkbar. Entweder besteht 
eine vollständige Lösung aus cx>^ Kugeln, oder aber die Integralflächen 
haben die Eigenschaft, daß die cx>^ zum System der Charakteristiken 
einer Integralfläche gehörigen Krümmungskugeln einem Kugelkomplexe 
angehören. Sollen die Integralflächen nun Kanalflächen sein, auf denen 
die Charakteristiken Kreise sind, (längs welcher die Kanalflächen von 
den sie erzeugenden Kugeln berührt werden), so kann von oo* zum 
System der Charakteristiken einer Integralfläche gehörigen Krümmungs- 
Kugeln überhaupt nicht gesprochen werden. Die zweite Möglichkeit 
scheidet in unserem Falle aus, sodaß eine vollständige Lösung der all- 
gemeinsten hier gesuchten Differentialgleichung aus einem Systeme 
von oo^ Kugeln bestehen muß. Dieses System muß aber bei allen 
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Dilatationen ihvariant bleiben^ da die Normalen der Integralfiächen bei 
den in unserer Aufgabe gesuchten Differentialgleichungen einem Linien- 
komplexe angehören sollen. Es ist also in der Form (19) enthalten. 
Denn die Gleichung (19) definiert bei gänzlich beliebiger Wahl der 
Funktionen 9, ^^ % ^^ denkbar allgemeinste System von 00' Kugeln^ 
das bei allen Dilatationen in sich übergeht. Die eingeführte Be- 
schränkung; daß nicht alle drei Funktionen (p, "^9 % in t oder einer 
Funktion von r linear sein soUen^ dient dem Zwecke^ die aus zutage 
liegenden Gründen gesondert behandelten linearen partiellen Differential- 
gleichungen der gesuchten Art von der Betrachtung auszuschließen. 

Nachdem wir gezeigt haben^ . daß die auf dem angegebenen Wege 
erhaltenen Differentialgleichungen die einzigen nicht-linearen Differential- 
gleichungen der in der Aufgabe verlangten Art sind^ bei denen die 
Normalen der Flächenelemente der charakteristischen Streifen Kegel 
bilden^ müßten wir jetzt die Frage nach allen nicht-linearen Differential- 
gleichungen dieser Art untersuchen^ bei denen die zu den Elementen 
der charakteristischen Streifen konstruierten Normalen Zylinder erzeugen. 
Wir erkennen aber sofort^ daß es derartige Differentialgleichungen 
nicht gibt. Die Charakteristiken wären nämlich ebene Kurven und 
Haupttangentenkurven auf den Integralflächen ^ also gerade Linien^ da 
jede ebene Haupttangentenkurve einer Fläche geradlinig ist [cf. Seite 4]. 
Die Normalen der Flächenelemente geradliniger Streifen können aber 
unter keinen Umständen Zylinder erzeugen. 

Es erübrigt also nur noch alle zur gesuchten Klasse gehörigen 
nicht-linearen partiellen Differentialgleichungen zu ermitteln^ bei denen 
die Normalen der Flächenelemente längs der charakteristischen Streifen 
Ebenen erzeugen. Hier sind die Charakteristiken offenbar ebene Kurven 
und nicht nur Krümmungslinien^ sondern auch geodätische Linien auf 
den Integralflächen. Nun haben wir aber bei Behandlung der Auf- 
gabe (2,3) alle partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung er- 
mittelt, deren Charakteristiken zugleich Krümmungslinien und geo- 
dätische Linien auf den Integralflächen sind. Es ist klar, daß keine 
der dort gefundenen Differentialgleichungen mit krummlinigen Charakte- 
ristiken die hier verlangte weitere Eigenschaft besitzt, daß die Normalen 
ihrer Integralflächen einem nicht-linearen Linienkomplexe angehören 
[cf. Seite 39J. Wohl aber sind unter den nicht-linearen partiellen 
Differentialgleichungen mit geradlinigen Charakteristiken solche ent- 
halten, denen auch diese Eigenschaft zukommt. Wie wir bei Behand- 
lung der Aufgabe (1>4) gesehen haben, sind dies alle nicht-linearen 
partiellen Differentialgleichungen vom Typus der Differentialgleichung 
(24) F(jp, 2) = 
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und nur diese [cf. Seite 5]. Da die Integralflachen der nicht-linearen 
partiellen Differentialgleichung (24), wie überhaupt jeder nicht-linearen 
partiellen Differentialgleichung mit geradlinigen Charakteristiken, Deve- 
loppabelen sind, bilden die Charakteristiken als geradlinige Erzeugende 
tatsächlich Krümmungslinien auf den Integralflächen. Die Normalen 
der Integralflächen gehören dem nicht- linearen Linienkomplexe an, 
dessen Monge'sche Gleichung 

(26) F(-%-'^^0 

durch die Substitution (17) aus der Differentialgleichung (24) hervorgeht. 
Da dieser Komplex aus den oo' Treffgeraden der in der unendlich 
fernen Ebene gelegenen Kurve kt» besteht, die in homogenen Punkt- 
koordinaten (x' \y \sf) durch die Gleichung 

(250 f(-i;,-^)-o 

dargestellt wird, charakterisiert sich der vorliegende Fall als derjenige 
Spezialfall des vorher [auf Seite 47] betrachteten, in welchem die 
Kurve Iz unendlich fem liegt. Aus den oo^ Kugeln, die ihren Mittel? 
punkt auf A; hatten und eine vollständige Lösung bildeten, sind die 
oo' Ebenen geworden, welche die zur Kurve A;» in bezug auf den un- 
endlich fernen imaginären Kugelkreis polarreziproke Kurve 2« berühren 
und eine voUständige Lösung der Differentialgleichung (24) büden 
[cf. Seite 9]. Entsprechend sind die allgemeinen Integralflächen, die als 
Umhüllungsgebilde von cx)^ Kugeln der vollständigen Lösung definiert 
waren, zu Developpabelen geworden, welche die Kurve l^ enthalten, die 
Charakteristiken, die Kreise waren, also zu geraden Linien (den Se- 
kanten der Kurve {»). Wie die Kurve It (bzw. ihre einzelnen Punkte) 
als Ausartungsgebilde des einen Zentraflächenmantels der Integral- 
flächen der Differentialgleichung (20) anzusehen waren, so können auch 
hier die Kurve J;» (bzw. ihre Punkte) als einer Mantel der Zentra- 
flächen der Integralflächen angesprochen werden. Dies führt zu der Be- 
merkung, daß der eine Zentraflächenmantel aller Developpabelen, welche 
dieselbe unendlich ferne Kurve L enthalten, in die unendlich ferne 
Kurve ^ ausartet, die zur Kurve 2» reziprok ist in bezug auf den un- 
endlich fernen imaginären Kugelkreis. Aus unseren Betrachtungen 
entnehmen wir den 

Satz 9: ^^Die einzigen nicht-linearen partieUen DifferenUaiglei- 

chwngen erster Ordnung, deren Charakteristiken auf den Integralflächen 

Krümmungslinien bilden und deren Integralflächen zu Normalen la/uter 

Geraden eines Linienkomplexes haben, sind diejenigen, hei wdehen der 

Komplex der Normalen aus den oo' Treffgeraden einer Kurve (im eigent- 

4 
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lidien Sinne) k besteht Jede derarHge pa/rtieUe Differentialgleichung und 
jeder solche Linienkomplei läßt sich durch einen Eliminationsproeeß er- 
mitteln. Die Charakteristiken sind im allgemeinen Falle Kreise, die 
Integralflächen Kanalflächen. Liegt die Kurve k insbesondere in der 
unendlich fernen Ebene, dann arten die Charakteristiken in Geraden und 
die Integraiflächen in Devdoppabden aus und es liegen alsdann die 
nidU-linearen Differentialgleichungen vom Typus F{p, g) = vorJ^ 

^Hut^^' Zusammenfassend können wir jetzt behaupten, daß aUe partiälen 
Differentialgleidtungen erster Ordmmg, deren Integralflächen lauter Sekanten 
einer (geraden oder krummen) Linie zu Normalen haben, und nur diese 
die in der Aufgabe verlangten Eigenschaften besitzen, daß ihre Cha- 
rakteristiken Krümmungslinien auf den Integralflächen bilden und diese 
zu Normalen lauter Geraden eines Linienkomplexes haben. 
^2^® Als Beispiel zu unseren Entwickelungen wollen wir nun noch den 

?^^ten ^^ behandeln, wo der Komplex der Normalen der Integralflächen aus 
^^' den TrefFgeraden einer beliebigen ebenen Kurve \ besteht, die nicht 
(ganz) im unendlichen liegt. In diesem Falle läßt sich die gesuchte 
partielle Differentialgleichung stets wirklich angeben. Es würde keine 
Beschränkung der Allgemeinheit bedeuten, wenn wir voraussetzten, 
daß die Kurve k^ in der (XF)-Ebene liegt, da wir dies, wenn nicht der 
Fall, durch Koordinatentransformation immer erreichen können. Wir 
ziehen es aber vor, die Gleichungen aller im Räume vorhandenen ebenen 
Kurven k^ auf ein fest gedachtes Koordinatensystem zu beziehen und 
zu allen Kurven k^ die entsprechende partielle Differentialgleichung der 
in Bede stehenden Art zu ermitteln. Zu diesem Zwecke definieren wir 
die Kurve k^ durch die Gleichungen 

(26) aX + bY + cZ+d^O, 

(27) sr(z, r, z) = a 

In dieser Form des Ansatzes sind, wenn über die Konstanten a, b, c, d 
und die Funktion ST nicht näher verfügt wird, aUe ebenen Kurven des 
Baumes enthalten. Nach unseren Betrachtungen [auf Seite 46] ist 
ohne Weiteres klar, daß wir die gesuchte partielle Differentialgleichung 
durch Elimination der Größen X, T, Z aus den Gleichungen (26), (27) 
und den Gleichungen 

X + (^ — 2)p«0 

Y+(sf — Z)q^O 

erhalten. Es ergibt sich zunächst 



*. 



<^»> {l- 



(28«) j 



X '=■ X + (e — Z)p 
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hieraus mit Hilfe der Gleichung (26) 

(26«) ^^ aa,+ by + cz + d 

und daher , r • • ^ 

IX^x o»+^y + cz + d 
ap + bq^e ^ 
Y-rfj a^ + ^y + cz + d 

Die gesuchte partielle Differentialgleichung lautet somit 
(29) y(a; - "^+y + V y-g- ^+^y+^'+^ g, g + '>^+f>y+c'+^ _ q 

^ '^ \ ap-^bq-^c ^^ ^ ap-^-bq-^c ^' ' ap-^-bq-^e ) 

und die Monge'sche Gleichung des Komplexes, dem die Normalen 
ihrer Integralflächen angehören, mithin 

/ ax-\-by+cz+d ^ ax+by+cz+d . ax+by+et+d j\, ^ 

i^OyV'^adx+bdy+cdz^^' y "" adx+bdy+cdz ^^' ^ "" adx+bdy+edz «^j " ^- 

Ist eine partielle Differentialgleichung von der Form (29) voi^elegt, 
so können die Gleichungen (26) und (27) der entsprechenden ebenen 
Kurre Ic^ sofort angeschrieben werden. Damit darf das Integrations- 
problem als erledigt angesehen werden; denn man kennt alsdann sofort 
eine YoUständige Lösung der vorliegenden Differentialgleichung, näm- 
lich das System der o6^ Engeln, deren Mitten die Kurve Jc^ erfüllen. 

Schließlich woUen wir kurz noch einiges über die analyHsche Form ^^^^ 
den partiellen Differentialgleichungen bemerken, welche die in unserer ^^*^ 
Aufgabe verlangten Eigenschaften besitzen. Die Integralflächen einer 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung haben dann und nur 
dann lauter Geraden eines Linienkomplexes zu Normalen, wenn die 
Differentialgleichung vom Typus 

(31) F(P,i^^ + ^P,y + ^Q)-0 

ist (cf. § 4 des 14. Kap., pag. 681). Unter diesen Differentialgleichungen 
haben diejenigen und nur diejenigen auch die Eigenschaft, daß ihre 
Charakteristiken auf den Integralflächen Krümmungslinien ' bilden, bei 
denen die Gleichung 

(32) [F^ + piF^ + F^q)] [F^ + F,q] - [F^ +qiF^ + F^ q)] [F, + Fjp] 
infolge von JF = oder identisch besteht (cf. § 2 des 14. Kap., pag. 657). 

§ 6. Beitrag jrar Lösung des Froblemes (2 ,6). 

„Gesucht sind äUe partieUen IHffereifUi<üglekhungen erster 
Ordnung F{Xj y, Zy p, q) =« 0, deren Charakteristiken auf den 
Integralflächen Krümmungslinien bilden und deren Integralftächen 
oo^ geodätische Linien enäuütenj die einem Linienkomplexe an- . 
gehören,^ 

4* 
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iiSjdlnS^e- ^^ wollen zunächst alle linearen partiellen Diflferentialgleichnngen 

S^^^ der verlangten Kategorie ermitteln. Eine partielle Differentialgleichung 
^^ erster Ordnung, deren Integralflächen oo^ geodätische Kurven eines 
Linienkomplexes enthalten , ist nach unseren Ausführungen in § 2 
[cf. Seite 14] dann und nur dann linear, wenn dieser Komplex entweder 
linear ist oder lauter Rotationskegel zu Komplexkegeln hat. Wir haben 
an früherer Stelle [cf. Seite 18] auch gezeigt, daß jede partielle Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung, deren Integralflächen oo^ geodätische 
Kurven eines Linienkomplexes aufweisen, dessen Komplexkegel Rotations- 
kegel sind, immer auch die Eigenschaft besitzt, daß ihre Integralflächen 
außerdem oo^ geodätische Kurven eines linearen Komplexes enthalten. 
Wir erhalten demnach sämtliche linearen partiellen Differentialglei- 
chungen der gesuchten Art (und nur diese), wenn wir alle partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung bestimmen, deren Charakteristiken 
auf den Integralflächen Krümmungslinien sind und deren Integralflächen 
oo^ geodätische Kurven eines linearen Komplexes enthalten. 

Nun haben wir aber weiterhin bewiesen [cf. Seite 14], daß jede 
partielle Differentialgleichung erster Ordnung, auf deren Integralflächen 
oo^ geodätische Kurven eines linearen Komplexes verlaufen, stets auch 
die Eigenschaft hat, daß ihre Integralflächen lauter Geraden eines line- 
aren Komplexes (und zwar des nämlichen) zu Normalen haben. Gehören 
umgekehrt die Normalen der Integralflächen einer partiellen Differential- 
gleichung einem linearen Komplexe an, dann enthalten die Integral- 
flächen auch immer cx>^ geodätische Kurven eines linearen Komplexes 
(und zwar desselben) [cf. Seite 14]. Hieraus folgt, daß die linearen 
partiellen Differentialgleichungen der in unserer Aufgabe gesuchten 
Kategorie mit den partiellen Differentialgleichungen identisch sind, 
deren Charakteristiken auf allen Integralflächen Krümmungslinien bilden 
und deren Integralflächen lauter Geraden eines linearen Komplexes zu 
Normalen haben. AUe diese Differentialgleichungen haben wir aber in 
§ 5 [cf. Seite 44] ermittelt; wir können mithin ohne weiteres das folgende 
Resultat aussprechen: 

SatzlO: „Die einzigen linearen partidlenDifferenHalgleiAungen erster 
Ordnung, deren CharaJderistiken auf den Integralflächen Krümmungslinien 
lüden und deren Integralflächen oo^ geodätische Kurven eines LinienJcom- 
pleoces enthalten, sind diejenigen Differentialgleichungen von der Form 

(1) {ßz -yy + 8)p + {yx-az + 6)q- (ay ^ßx + i)^Oy 

jsunschen deren Konstanten a, ß, y, d, s, g die identische Bdation 

(2) aä + ßs + yt^O 
besteht.'' 
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Diese Differentialgleichungen haben wir in § 5 sehr ausführlich be- 
handelt. Es erübrigt nur noch einige Worte über die geodätischen Kom- 
plexkurven auf den Integralflächen einer derartigen Differentialgleichung 
zu sprechen. Die Integralflächen der Differentialgleichung (1) sind die 
Kotationsflächen^ welche die Achse g des speziellen linearen Komplexes 

(3) a(ifdis—0dy) + ß(0dx-'Xdz)+'y(xdy^yäx)+ddx+sdy+^d0=-O 

zur Rotationsachse haben. Jede solche Rotationsfläche enthält <x>^ geo- 
dätische Kurven dieses linearen Komplexes; dies sind die cx>^ Meridiane, 
also die Orthogonaltrajektorien der aus den ParaUelkreisen bestehenden 
Charakteristiken. Aber die Meridiane sind nicht die einzigen geo- 
dätischen Komplexkurven der Integralflächen. Aus unseren Betrachtungen 
auf Seite 18 geht vielmehr hervor, daß überhaupt alle geodätischen 
Linien der Integralflächen der Differentialgleichung (1) Komplexkurven 
von Linienkomplexen sind: Jeder der oo^ Komplexe, welche die 
Monge'sche Gleichung 

[a{ydz — 0dy) + ß(jsdx — xdz) + y(xdy — ydx)+ ädx + 6dy+ gd^er]* 

^ ^ --X\d^x + d^y+d^0)^O 

bei variabelem, von Null verschiedenem X definiert, überdeckt die in 
Rede stehenden Rotationsflächen mit zwei Systemen von je oo^ geo- 
dätischen Linien; in jedem Punkte P einer derartigen Rotationsfläche 
bilden die beiden hindurchgehenden Kurven eines jeden dieser Kom- 
plexe gleiche, aber [im allgemeinen] von Punkt zu Punkt wechselnde 
Winkel mit der Charakteristik, d. h. dem Parallelkreise durch P. Unsere 
Überlegungen modifizieren sich in dem GrenzfaUe, in welchem in Glei- 
chung (1) a = j8 = 7 = ist. Diesen Fall haben wir an frühereren 
Stellen eingehend erörtet [cf. Seite 19 u. 44]. 

Wir wenden uns nunmehr kurz den nickt-linea/ren partiellen Diffe- Ermitte- 

^ ^ long einer 

rentialgleichungen der verlangten Kategorie zu. Um zu einer Klasse ?^*'^- 
derartiffer Differentialdeichunffen zu gelangen, fragen wir zunächst nach »renDiffgia 

o o o o o / D d.ge8acliten 

allen nicht-linearen partiellen Differentialgleichungen der gesuchten Art, '^^• 
auf deren Integralflächen die oo^ Charakteristiken insbesondere mit den 
<x>^ geodätischen Komplexkurven zusammenfallen. Bei diesen Differential- 
gleichungen sind die Charakteristiken Komplexkurven eines Linien- 
komplexes und bilden folglich nicht nur geodätische Linien, sondern 
auch Haupttangentenkurven auf allen nicht -singulären Integralflächen 
(cf. § 5 des 7. Kap., pag. 308), sind also gerade Linien. Es ist klar, daß 
alle nicht-linearen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung mit 
geradlinigen Charakteristiken, d. h. alle nicht-linearen Differentialglei- 
chungen von der Form 

(5) fFO, q,z-'px-qy)^0 
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die beiden yerlangten Eigenschaften besitzen. Da nämllcb die nichi- 
singolären Integralfläehen dieser Differentialgleichungen abwickelbar 
sind, bilden die Charakteristiken als geradlinige Erzeugende stets 
Krümmungslinien auf denselben. Die oo^ auf den Integralflächen einer 
solchen Differentialgleichung yerlaufenden geradlinigen Charakteristiken 
sind aber auch geodätische Linien der Integralflächen und gehören dem 
aus den oo' Charakteristiken der Differentialgleichung bestehenden 
Linienkomplexe an. 

unter den Differentialgleichungen von der Form (5) verlangt eine 
Gruppe Yon Differentialgleichungen besondere Erwähnung, weil auf ihren 
Litegralflächen auch Systeme krummliniger geodätischer Kurven exi- 
stieren, die Linienkomplexen angehören. Dies sind die Differential- 
gleichungen vom Typus der in § 3 behandelten Differentialgleichung 

(6) ö,O,5)-0. 

Das Nähere über diese Differentialgleichungen haben wir auf Seite 20, 
21, 22 ausgeführt. 

In § 3 haben wir auch ein Verfahren entwickelt [cf. Seite 13], das 
zu jedem Linienkomplexe die partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung 

(7) G(a?, y, e, p,q)^0 

liefert, deren Integralflächen oo^ geodätische Kurven enthalten, die dem 
Komplexe angehören, unter diesen Differentialgleichungen 6r » 
haben diejenigen und nur diejenigen auch die Eigenschaft, daß ihre 
Charakteristiken Krümmungslinien auf den Integralflächen sind, bei 
denen die Gleichung 

infolge von ä^ — oder identisch besteht (cf § 2 des 14. Kap., pi^. 657). 

§ 7. Beitrag zur Lösung des Problemes (3,4). 

„Gesucht sind dUe partieUen Differentialgleidiungen erster 
Ordnung F(x, y, 0, p, q) = 0, deren Charakteristiken oMf den 
Integralflächen geodätische Linien sind wnd deren Integralflächen 
kmter Geraden eines Linienlcomplexes m Normalen hcibenf^ 

Eine Kurve einer Fläche bildet dann und nur dann eine geo- 
dätische Linie derselben, wenn sie entweder eine gerade Linie, oder 
eine Minimalkurve, oder eine Kurve im eigentlichen Sinne ist, deren 
Hauptnormalen Mächennormalen sind. Dementsprechend woUen wir 
bei der Lösung unseres Problemes drei Fälle unterscheiden. 
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Im ernten Falle liegt die Frage nach allen partiellen Differential- ^^|^^ 
gleichnngen erster Ordnnng vor, deren Charakteristiken geradlinig sind ^^ 
und deren Integralflächen lauter Geraden eines Linienkomplexes zu Nor- ^^'^^' 
malen haben. Diese Frage ist durch unsere Untersuchungen in § 2 
dahin beantwortet, daß die einzigen partieUen Differentialgleichungen 
dieser Art diejenigen Ton der Form der Differentialgleichung 

(1) g^(f),g)-o 

sind, in der iF eine beliebige Funktion von p und q bedeutet [cf. Seite 6]. 

Im zweiten Falle haben wir aUe partiellen Differentialgleichungen ^^^^ 
erster Ordnung zu ermitteln, deren Charakteristiken MinimcUhurven sind ^^ ^^^ 
und deren Integralflächen lauter Geraden eines Linienkomplexes zu ""J^l^"^ 
Kormalen haben. Daß es lineare Differentialgleichungen dieser Art 
nicht gibt, ist klar. Denn bei einer solchen müßten die Normalen der 
Integralflächen einem Nullsysteme angehören [cf. Seite 2] und in einem 
beliebigen Punkte P müßte die Tangente der hindurchgehenden Cha- 
rakteristik eine Minimalgerade sein. Eine Charakteristik einer partiellen 
Differentialgleichung, deren Integralflächen lauter Geraden eines NuU- 
sjstemes zu Normalen haben, hat jedoch in einem beliebigen Punkte P 
die Gerade zur Tangente, die auf der dem Punkte durch das Nullsystem 
zugeordneten Nullebene senkrecht steht; diese Gerade ist aber niemals 
eine Minimalgerade. Eine nicht4ineare partielle Differentialgleichung, 
deren Charakteristiken Minimalkurven sind, weist einem beHebigen 
Punkte P als Elementarkegel den absoluten Eegel mit der Spitze P 
zu. Daraus folgt, daß es nur eine einzige nicht-lineare partielle Diffe- 
rentialfipleichumr erster Ordnuni? iribt. deren Charakteristiken Minimal- 
kurven sind, nämlich die dem Komplexe der Minimalgeraden 

(2) €Px + cPy + cP0^O 
zugeordnete partielle Differentialgleichung 

(3) jP«+S*+l-0, 

welche geradlinige Charakteristiken besitzt und in der Form (1) ent- 
halten ist. Der zweite Fall hat demnach weitere Differentialgleichungen 
der in unserer Aufgabe verlangten Kategorie nicht ergeben. 

Es bleibt noch der dritte Fall zu behandeln. Bei den hier ae- niffgin a. 

^ gesnchten 

suchten [Differentialgleichungen sollen die Charakteristiken auf allen ^ ^eren 
Integralflachen Ki(rven im eigenäichen Sinne sein, deren Hauptnormalen ▼«^ ^ «^' 
Flädiennormalen sind] dazu sollen die Normalen der Integralflächen ^^^^ ■i^d. 
einem Linienkomplexe angehören. Nun haben wir aber an früherer 
Stelle [cf. Seite 27] bewiesen, daß die Charakteristiken einer linearen 
partiellen Differentialgleichung stets geradlinig sind, wenn sie auf allen 
Integralflächen geodätische Linien bilden. Die im vorliegenden Falle 
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gesuchten Differentialgleicliungeii sind also sicher nicht-linear. Die DifiFe- 
rentialgleichung jP — sei die allgemeinste derartige Differentialglei- 
chung. Dann ist auch der Komplex 0, dem die Normalen ihrer 
Integralflächea angehören, nicht-linear [cf. Seite 2]. Wir wollen nun 
einen beliebigen charakteristischen Streifen der Differentialgleichung 
jP » allen oo^ Dilatationen unterwerfen. Dabei geht dieser (nach § 4 
des 14. Kap., pag. 682) in oo^ charakteristische Streifen derselben Diffe- 
rentialgleichung üben Die <x>^ gemeinsamen Normalen der so er- 
haltenen (X)^ charakteristischen Streifen bilden eine dem Komplexe 
angehörige Begelfläche^ die dadurch ausgezeichnet ist, daß die Ortho- 
gonaltrajektorien ihrer geradlinigen Erzeugenden Charakteristiken der 
Differentialgleichung jP == sind. Entsprechend der Tatsache, daß 
diese, weil nicht-linear, gerade <x)* Charakteristiken besitzt, enthält der 
Komplex gerade oo^ derartige ausgezeichnete Begelflächen. Da die 
oo^ auf einer solchen Begelfläche gelegenen Charakteristiken der Diffe- 
rentialgleichimg jF = nun aber offenbar Haupttangentenkurven dieser 
Begelfläche sind, trägt jede der genannten oo^ Regelflächen ein ortho- 
gonales Netz Ton Haupttangentenkurven, wobei das eine System der 
Haupttangentenkurven aus geraden Linien besteht. Diese Regelflächen 
sind also Minimalflächen. Nun gibt es aber (cf. Scheffers „Anwend. 
d. Diff.- u. Int.-Rechn. auf Geom." IL Bd., pag. 242 u. 243, sowie Darboux 
«Theor. d. Surf», L Bd., pag. 397) nur drei Arten von geradlinigen 
Minimalflächen: die Ebenen, die gemeinen Schraubenregelflächen und 
die imaginären Mächen, welche von den Hauptnormalen der Kurven 
erzeugt werden, die mit der Kurve 

(4) a: = ^~M, y ^, ^"^"h (^ = const., m var.) 

kongruent sind. Daraus folgt, daß die Charakteristiken der Differential- 
gleichung jF = nur entweder ebene Kurven oder gemeine Schrauben- 
linien oder gewisse imaginäre Kurven dritter Ordnung sein können, die 
mit der Kurve (4) kongruent sind. Wir erkennen nun aber leicht, 
daß es keine partielle Differentialgleichung der im vorliegenden Falle 
gesuchten Art geben kann, deren Charakteristiken ebene Kurven sind. 
Die Charakteristiken einer solchen Differentialgleichung wären nämlich, 
da jede ebene geodätische Kurve einer Fläche eine Krümmungslinie 
derselben ist, zugleich Krümmungslinien und geodätische Linien auf 
den Integralflächen. Diese Differentialgleichungen würden also zu der 
in § 4 auf Seite 27 ermittelten Kategorie gehören. Unter den dort 
gefundenen Differentialgleichungen sind aber — wie wir auf Seite 39 
eigens betont haben — keine solchen vorhanden, deren Integralflächen 
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zu Normaleil lauter Geraden eines Linienkomplexes haben, was bei den 
hier gesuchten Differentialgleichungen der Fall sein müßte. 

Es bestehen also nurmehr zwei Denkmöglichkeiten: Die Charakte- 
ristiken der gesuchten, als nicht-linear erkannten Differentialgleichungen 
können allenfalls nur gemeine Schraubenlinien oder aber imt^inäre 
Kurven sein, die mit der Kurve (4) kongruent sind. 

Wir wollen uns nun noch kurz mit der analytischen OestdU der ^'^\^ 
in Aufgabe (3,4) gesuchten Differentialgleichungen befassen. Einerseits ^^^]^ 
sind die Charakteristiken einer partiellen Differentialgleichung 

9>(^, y, ^y i>, 2) = 

dann und nur dann geodätische Linien auf allen Integralfläcben, wenn 
infolge von y = die Gleichung 
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gesetzt ist (cf. § 3 des 14. Kap., pag. 673). Andererseits haben die Lite- 
gralflächen einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung dann 
und nur dann lauter Geraden eines Komplexes zu Normalen, wenn die 
Differentialgleichung von der Form 

(7) 7(j>, q,x + i;p,y + isq)^0 

ist (cf. § 4 des 14. Kap., pag. ö81). Daraus folgt, daß eine partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung dann und nur dann die beiden in 
Aufgabe (3, 4) verlangten Eigenschaften besitzt, wenn sie von der Form (7) 
ist und zudem das Kriterium (5) befriedigt. 

§ 8. Beitrag zur Lösung des Froblemes (3, 6). 

„Es sind alle partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
F{Xy y, z, p, q) ^ zu ermittdn, deren Charakteristiken auf allen 
Integralflächen geodätische Linien sind und deren Integralflächen 
oo^ geodätische Linien enthalten, die einem Linienkomplexe an- 
gehörend' 

Ohne eine methodische Lösung der vorliegenden Aufgabe zu be- 
absichtigen, wollen wir in aller Kürze einige Resultate zusammenstellen, jjrmitte- 
die sich aus unseren früheren Untersuchungen ohne weiteres ergeben. i^f^iff^'S 
Wir fragen zunächst nach allen linearen partiellen Differentialgleichungen ^ gerachten 
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der gesuchten Kategorie. Wie wir in § 4 bewiesen haben^ bilden die 
Charakteristiken einer linearen partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung dann und nur dann geodätische Linien auf allen Integral- 
flachen^ wenn sie gerade Linien sind [cf. Seite 27]. Wir erhalten 
demnach alle linearen Differentialgleichungen der in unserer Aufgabe 
verlangten Art (und nur diese), wenn wir alle linearen partiellen Diffe- 
rentialgleichungen bestimmen^ deren Charakteristiken gerade Linien 
sind und deren Integralflächen oo^ geodätische Kurven enthalten, die 
einem Linienkomplexe angehören. Diese Differentialgleichungen haben 
wir aber schon in § 3 ermittelt und eingehend behandelt, so daß wir 
uns hier auf die Aussprache des folgenden Satzes beschränken können: 
Satz 11: yyEHe einzigen linearen partidlen Differentialglekhungen 
erster Ordnung, deren Charakteristiken auf den Integralflachen geodätische 
Linien sind und deren Integralflächen unendlich viele geodätische Korn- 
plexkurven enthalten, sind die von der Form 

(1) aj) + 6ä - c = 0.^' [Bzgl. d. Näheren cf. Seite 14.] 

Anaiyt.An- In ciucm früheren Paragraphen [cf. § 3 Seite 13] haben wir an- 

gegeben, wie wir zu jedem Linienkomplexe die partielle Differential- 
gleichung erster Ordnung erhalten, deren Integralflächen oo^ geodätische 
Kurven dieses Komplexes aufweisen. Von diesen Differentialgleichungen 
haben diejenigen und nur diejenigen, welche dem auf Seite 57 unter 
Nummer (5) zitierten Kriterium genügen, auch die Eigenschaft, daß 
ihre Charakteristiken geodätische Linien der Integralflächen sind, 
spezieue Durch eine Schlußweise, die der in § 6 [auf Seite 53 u. 54] an- 

Biffgin d. gewandten ganz analog ist, erkennen und beweisen wir femer leicht, 
Art. daß alle nicht-linearen Differentialgleichungen von der Form 

(2) F(p, qiyZ-px^qy)^0 

die in vorliegender Aufgabe verlangten Eigenschaften besitzen. (Bei 
diesen Differentialgleichimgen — und nur bei diesen — fällt das von 
den Charakteristiken gebildete System geodätischer Linien einer beliebigen 
Integralfläche insbesondere mit einem Systeme geodätischer Komplex- 
kurven zusammen.) Natürlich sind auch hier die Differentialgleichungen 
vom Typus der Differentialgleichung 

(3) C^8(p,?)-0 

noch besonders anzuführen [cf. Seite 20, 21, 22, 54}. 

§ 9. Beitrag zur Lösung des Problemes (4, 6). 

,,Es sind alle partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
F{x, y, jEf,jp, q) =« jgfw ermitteln^ deren IntegrcHflächen zu, Normalen 
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lauter Geraden eines Linienkomplexes hohen und oo^ geodätische 
Linien enthalten, die einem Linienkomplexe angehören.^ 

Es gilt hier offenbar zwei Hauptfälle zu unterscheiden, je nachdem 
die Normalen und die oo^ geodätischen Komplexkurven der Integral- 
flächen einem und demselben^ oder aber zwei yerschiedenen Linien- 
komplexen angehören. 

In die Behandlung des ersten HavpifaUes eintretend, wollen wir^Ji^^''^ 
uns durch die Monge'sche Gleichung xom^- 

(1) 0(tfda — zdy, zdx — xdZy xdy — ydXy dx, dy, dz) = 0, integmifln 

gehör. 

in der $ irgend eine homogene Funktion ihrer Argumente bedeutet, l^^eiw 
einen beliebigen Linienkomplex vorgeben. Dieser Komplex weist jedem ko'^*^in. 
Raumpunkte P einen Eegel K^ zu. Konstruieren wir in jedem Punkte P 
den zum Kegel K^ supplementären Elementarkegel K^y so erhalten wir 
die Elementarkegel der partiellen Differentialgleichung 

(2) F{jpyqyx + spyy + eq)^0y 

deren Integralflächen lauter Geraden des vorgegebenen Komplexes zu 
Normalen haben. Die «Differentialgleichung (2) kann bei gegebener 
Gleichung (1) sofort aufgestellt werden (cf. § 4 des 14 Kap., pag. 679). 
Ermitteln wir ferner die Zentrakegel der Komplexkegel K^y so ergeben 
sich die Elementarkegel K^ der partiellen Differentialgleichung 

(3) ^{CCyyyZyPyq)'-Oy 

deren Integralflächen oo^ geodätische Kurven des Komplexes (1) ent- 
halten. Auch diese Differentialgleichung können wir aus der Monge- 
schen Gleichung (1) sofort herleiten, wie wir in § 3 gezeigt haben 
[cf. Seite 13]. Im allgemeinen, d. h. bei ganz beliebig vorgegebenem 
Komplexe (1), werden die partiellen Differentialgleichungen (2) und (3) 
voneinander verschieden sein, es wird also keine partielle Differential- 
gleichung existieren, welche zugleich die beiden Eigenschaften besitzt, 
daß die Normalen ihrer Integralflächen und cx>^ geodätische Kurven 
auf diesen dem vorgelegten Komplexe angehören. Eine solche läßt 
sich vielmehr nur dann bestimmen, wenn in jedem Punkte P die Ele- 
mentarkegel jSTg und K^ zusammenfallen und folglich der Komplex- 
kegel K^ mit dem zum Kegel £, supplementären Kegel K^ identisch 
ist. Dieser Fall liege vor und T^ sei die Ebene, welche den Ele- 
mentarkegel K^ des Punktes P längs der beliebig gegriffenen Mantel- 
linie m^ berührt. Alsdann ist sowohl die Ebene jTj, die auf m^ im 
Punkte P senkrecht steht als auch die Ebene jTg, welche die Ebene T^ 
längs m^ senkrecht schneidet, eine Tangentenebene des Elementarkegels 
f 2 ( s K^. Die in P zur Ebene T, errichtete Normale m^ ist dann 
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eine Mantellinie des Kegels ^^(^fj. Wie durch jede Mantellinie 
des Kegels K^ muß auch durch m^ eine Tangentenebene des Kegels 
K^(= K^) hindurchgehen; dies ist die Ebene T^. Da nun die Ebene T^ 
längs m^ auf der Ebene 2\ senkrecht steht^ so ergibt sich^ daß die 
Ebene T^ den Komplexkegel K^ nicht nur Huags der Mantellinie m^, 
sondern auch längs der zu m^ senkrechten Mantellinie m^ tangiert. 
Ist also ein Linienkomplex gegeben^ zu dem sich eine partielle Diffe- 
rentialgleichung der gesuchten Art ermitteln läßt, so berührt jede Tan- 
gentenebene eines seiner Komplexkegel K^ diesen Kegel Ky^ längs zweier 
zueinander senkrechten Mantellinien. Dies ist aber offenbar nur dann 
der Fall, wenn die Komplexkegel aus lauter Minimalgeraden bestehen^ 
oder wenn sie in ebene Büschel ausarten. 

Im ersten Falle liegt der durch die Gleichung 

(4) d^x + d^y + CP0 = 

definierte Komplex der Minimalgeraden vor und es ergibt sich als 
gesuchte partielle Differentialgleichung die Gleichung 

(5) p'+q'+ 1^0. 

Die Integralflächen dieser partiellen Differentialgleichung enthalten als 
Minimaldeveloppabelen (bzw. Minimalebenen) stets oo^ Minimalgeraden, 
die als Normalen und auch als geodätische Komplexkurven der Inte- 
gralflächen angesehen werden können. 

Im zweiten Falle ist der gegebene Komplex notwendig ein linearer. 
Daß sich überhaupt zu jedem linearen Komplexe (Nullsysteme) eine 
lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung finden läßt, deren 
Integralflächen lauter Geraden dieses Komplexes zu Normalen haben 
und zugleich cx>^ geodätische Kurven desselben Komplexes enthalten, 
ist durch unsere Ausführungen in § 3 bewiesen [cf. Seite 14]. Auf 
Grund jener früheren Betrachtungen können wir unmittelbar behaupten, 
daß die aus der Pf äff 'sehen Gleichung des allgemeinsten NuUsystemes 

(6) a(yd0 — ^dy) + b(0dx — xdz) + c(xdy'— ydx) + ddx + edy +fde = 
vermöge der Substitution 

(7) dx ', dy : dz = p \ q : — \ 
hervorgehende Gleichung 

(8) a(— y — zq) + l{zp + x)-\' c(xq — yp) + cp + eq — f^ 

eine Differentialgleichung darstellt, welche die im vorliegenden Falle 
verlangte Beschaffenheit besitzt. Die geodätischen Kurven, mit denen 
das Nullsystem (6) die Integralflächen der Differentialgleichung (8) 
überdeckt, sind die Orthogonaltrajektorien der auf diesen verlaufenden 
Charakteristiken [cf. Seite 18]. Die Differentialgleichungen von der 
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Form (8), auf die wir noch näher eingehen werden, sind unter den 
linearen Differentialgleichungen natürlich die einzigen, welche die ver- 
langten Eigenschaften besitzen. 

Die in Lies ,,Geometrie der Berührungstransformationen'' über 
das Problem (6) angestellten Untersuchungen (cf. § 4 des 14. Kap., 
pag. 684 u. 685), auf denen wir unsere Betrachtungen aufgebaut haben, 
erstrecken sich nicht auf den Fall, in welchem die geodätischen Eom- 
plexkurven der Integralflächen geradlinig sind. Wir erkennen aber 
sofort, daß alle nicht-linearen partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung, deren Elementarkegel zu sich selbst supplementäre Komplex- 
kegel sind, zu der hier gesuchten Klasse von Differentialgleichungen 
gehören. Diese Differentialgleichungen haben wir in § 2 [cf. Seite 10, 
11] und in § 3 [cf. Seite 23, 24, 26] eingehend behandelt*). Die 
oo^ auf einer beliebigen Integralfläche einer solchen Differentialgleichung 
verlaufenden geradlinigen Charakteristiken sind geodätische Linien der 
Integralflächen und gehören demselben Linienkomplexe an wie die 
Normalen der Integralflächen. 

Wir wenden uns nunmehr zimächst der Behandlung des zweiten ^Si^u'^d. 
Hauptfalles zu, in welchem alle partiellen Differentialgleichungen erster j^^i, 
Ordnung gesucht werden, deren Integralflächen zu Normalen lauter ^JJ^^ 
Geraden eines Linienkomplexes 0^ haben und zugleich <x>^ geodätische ^^j2J|[** 
Linien eines anderen Komplexes 0^ enthalten. Hier bestehen zunächst ^^. 
vier Denkmöglichkeiten, nämlich daß es partielle Differentialgleichungen *<>"»*• »''• 
gebe, bei denen die beiden Komplexe 0^, 0^ zugleich linear sind, 
solche, bei denen 0^ nicht-linear, 0^ aber linear ist, femer solche, bei 
denen 0^ linear, 0^ jedoch nicht-linear ist und schließlich solche, bei 
denen 0^ und 0^ gleichzeitig nicht-linear sind. 

Daß der erste Fall in Wirklichkeit nicht vorkommen kann, ist 
klar. Zwei verschiedene lineare Komplexe ordnen jedem Baumpunkte P 
zwei verschiedene Nullebenen zu; deshalb sind auch die beiden Elemen- 
tarbüschel, deren Achsen in P auf den Nullebenen bzw. senkrecht 
stehen, nicht miteinander identisch. Die partielle Differentialgleichung, 
deren Integralflächen lauter Geraden des Komplexes 0^ zu Normalen 
haben, ist also eine andere als die partielle Differentialgleichung, auf 
deren Integralflächen oo^ Kurven des Komplexes 0^ geodätische Linien 
bilden. 

Auch der zweite Fall kann offenbar nicht eintreten. Eine partielle 
Differentialgleichung nämlich, deren Integralflächen zu Normalen lauter 



*) Auch damals haben wir mit Bedacht die Differentialgleichung|>'-4'9''4' ^ 
gesondert besprochen. 
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Schaft haben; daß die Nonnalen ihrer Integralflächen einem nicht- 
linearen Linienkomplexe 0^ angehören, so muß sie die Form 

(11) H(p, q,x + gp,y + zq)^0 

besitzen und nicht-linear sein [cf. Seite 2]. Der Komplex 0^ darf dem- 
nach nicht lauter Botationskegel zu Eomplexkegeln haben, da 6r =» 
sonst linear wäre [cf. Seite 14]. Ist nun die Differentialgleichung (10) 
nicht-linear und von der Form (11), dann gehören die Normalen der 
Integralflächen einem nicht-linearen Komplexe O^ an, der nach dem 
bei Erörterung des ersten Hauptfalles Gesagten Tom Komplexe 0^ 
sicher verschieden ist, wofern 0^ nicht mit dem Komplexe der Minimal- 
geraden identisch ist [cf. Seite 60]. Die Differentialgleichung (10) ist 
alsdann eine Differentialgleichung der gesuchten Art 

Bezeichnen wir die Komplexkegel des vorgelegten nicht-linearen 
Komplexes 0^ mit K^, ihre Zentrakegel mit K^ und die zu den Kegeln JT^ 
supplementären Elementarkegel mit K^, so ist nach früherem klar, daß 
sich zu dem Komplexe 0^ dann und nur dann eine partielle Differential- 
gleichung der verlangten Art finden läßt, wenn die Kegel K^ einem 
nicht-linearen Komplexe 0^ angehören. Eine Klasse von Linienkom- 
plexen 0^f bei denen dies der Fall ist, können wir sofort angeben. 

Sind nämlich die Kegel K^ eines nicht-linearen Komplexes 0^ 
insbesondere untereinander kongruent imd gleich gestellt, dann gilt dies 
auch von den Kegeln K^] letztere sind daher alsdann ebenfalls Komplex- 
kegel eines Linienkomplexes, und zwar eines nicht-linearen, wenn die 
Kegel Kl keine Botationskegel sind. Ist also ein beliebiger nicht- 
linearer Linienkomplex 0^ gegeben, dessen Monge 'sehe Gleichung x, 
y, z nicht enthält — der Komplex der Minimalgeraden und die Linien- 
komplexe, die Rotationskegel zu Komplexkegeln haben, sind natürlich 
ausgenommen — und ermitteln wir die partielle Differentialgleichung 

(12) Ö8(i>,«) = 0,*) 

deren Integralflächen cx>^ geodätische Kurven dieses Komplexes ent- 
halten, so gehören die Normalen ihrer Integralflächen einem vom Kom- 
plexe 0^ verschiedenen, nicht-linearen Komplexe 0^ an, dessen Monge- 
sche Gleichung leicht bestimmt werden kann [cf. Seite 13]. Wie in § 3 
bewiesen, enthalten die Integralflächen der Differentialgleichung (12) 
auch cx>^ geodätische Kurven desjenigen nicht -linearen Komplexes, 
dessen Komplexkegel K^ zu den Kegeln K^ supplementär sind [cf. 
Seite 21]. Die beiden in Rede stehenden Systeme von je oo^ geo- 



*) Wir wenden absichtlich die auf Seite 21 gebrauchte Bezeichnung an. 
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datischen Eomplexkurven bilden auf jeder Integralfläche der DifiPerential- 
gleichuDg (12) ein orthogonales Netz. 

Zum Schlüsse weisen wir noch darauf hin, daß die oo^ auf einer 
Integralfläche einer beliebigen nicht-linearen Differentialgleichung yon 
der Form 

(13) F{jß, g) =. 

verlaufenden geradlinigen Charakteristiken als geodätische Linien des 
nicht-linearen Komplexes angesehen werden können, der von den oo' 
Charakteristiken gebildet wird. Die Normalen der Integralflächen einer 
solchen Differentialgleichung gehören einem anderen nicht-linearen 
Komplexe an, falls ihre Elementarkegel nicht zu sich selbst supplementär 
sind [cf. Seite 61]. 



